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B 1965 年 美国 California 大 学 L. A. Zadeh 教授 提出 
模糊 集 论 以 来 ,在 世界 各 国 模糊 学 者 的 共同 努力 下 ,模糊 
数学 理论 及 其 应 用 研究 取得 了 长 足 的 进步 ,模糊 数学 业 
已 成 为 一 个 具有 广泛 应 用 的 新 学 科 。 其 中 模糊 分 析 学 的 
研究 成 果 同 样 已 相当 丰富 而 深入 ,尤其 是 模糊 实 分 析 学 
的 研究 ,在 模糊 数学 界 前 辈 吴 从 类 先生 的 带动 下 ,其 理论 
已 相当 深入 。 而 关于 模糊 复 分 析 的 研究 ,目前 尚 不 完善 ， 
目前 还 没有 一 本 专门 的 著作 系统 地 介绍 该 学 科 的 内 容 。 
本 书 根据 作者 近年 来 的 一 些 研究 工作 ,综合 国内 外 学 者 
在 此 方面 的 研究 , 较 系统 地 介绍 模糊 复 分 析 分 支 的 研究 
成 果 。 虽 然 有 些 内 容 只 是 一 些 初步 研究 ,但 对 于 该 学 科 
的 发 展 , 将 起 到 积极 的 作用 。 

本 书 试图 以 不 大 篇 幅 较 系统 地 介绍 目前 国内 外 有 关 
模糊 复 分 析 研究 方面 的 概况 ,精炼 地 介绍 了 该 领域 的 主 
要 研究 成 果 。 在 写作 方式 上 ,尽量 较 全 面 陈 述 主要 结果 ， 
并 不 想 对 每 个 问题 展开 深入 的 讨论 ,为 了 节省 篇 幅 ,许多 
定理 的 证 明 均 从 略 , 有 兴趣 的 读者 可 查阅 书后 所 列 参考 
文献 。 

全 书 共 六 章 , 第 一 章 是 预备 知识 ;第 二 章 全 面 介绍 了 

.1 . 


实 模糊 数 的 概念 、 模 糊 数 的 运算 、 模 糊 数 的 表现 形式 、 模 
糊 数 的 模糊 距离 .模糊 数 的 模糊 极限 、 模 糊 数 空间 及 其 中 
的 运算 与 度量 等 ;第 三 章 介 绍 了 模糊 复 集合 .模糊 复数 、 
复 模糊 集 、 复 模糊 数 的 概念 及 基本 运算 ,并 讨论 了 它们 相 
应 的 运算 性 质 , 为 第 四 章 打 下 基础 ;第 四 章 介绍 模糊 复 分 
析 的 基础 ,介绍 了 复 模糊 集 值 函 数 的 基本 概念 (如 极限 、 
连续 等 ) 和 基本 运算 、 复 模糊 集 值 函数 的 微分 (分 一 元 与 
多 元 情形 )、 复 模糊 测度 、 复 模糊 集 值 函数 的 积分 ( 定 积 
分 .曲线 积分 .曲面 积分 ); 第 五 章 介绍 了 模糊 复 级 数理 
论 ,讨论 了 实 、 复 模糊 数 项 级 数 与 函数 项 级 数 的 收敛 性 ; 
第 六 章 简 单 介 绍 了 模糊 数 系 的 发 展 情况 ,并 对 模糊 复 分 
析 需 要 进一步 深入 研究 的 问题 进行 了 分 析 。 

由 于 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 朴 漏 之 处 , 敬 请 读者 批评 
指正 。 
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I(C):C 上 闭 复 区 间 数 全 体 
I(C?) :C? 上 闭 复 区 间 向 量 全 体 
F(C):C 上 下 复 集 之 全 体 
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L, (C) : 圆 攀 形 闭 复 区 间 数 全 体 
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E! :模糊 实数 空间 
F'(R*):R 上 正 ( 负 )F 数 全 体 
K(X):[0,1] 上 集合 套 全 体 
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大 于 


—Ə C V V u < U | m m 


< 


取 最 大 值 
取 最 小 值 
被 定义 为 
等 于 
蕴涵 


kd 


B B 
x x 
=> 


1 F 


J 


作者 简介 


马 生 全 . 男 . 回族 , T 
夏 泾 源 县 人 . 1962 年 3 月 出 
生 .1985 年 毕业 于 西北 民族 
学 院 数 学 专业 并 留 校 任教 
至 今 . 现任 西北 民族 学 院 
数学 系 副 教授 ， 兼 任 中 国 
模糊 数学 与 模糊 系统 学 会 
理事 、 甘 肃 省 数学 会 理事 、 
副 秘 书 长 等 职 : 发 表 学 术 
论文 三 十 余 篇 ， 出 版 研究 
著作 一 部 。 曾 获 甘 肃 省 三 
等 科研 成 果 奖 两 项 、 甘 肃 
省 优秀 教学 成 果 二 等 奖 一 
项 : 为 第 五 届 甘 肃 省 高 等 
学 校 青 年 教师 成 才 奖 获得 
者 - 2001 年 3 月 荣获 甘肃 省 
优秀 专家 称号 .主要 研究 
方向 为 模糊 系统 理论 及 其 
应 用 . 


作者 简介 


曹 纯 , 男 , E, 天津 
市 人 .1968 年 毕业 于 兰州 大 
学 数学 力学 系 。 甘 肃 省 数 
学 会 副 理 事 长 ， 西 北 民族 
学 院 教务 处 长 , 教授 。 多 年 
来 从 事 民族 教育 及 教学 管 
理工 作 ， 主 要 研究 方向 是 
模糊 理论 和 数学 教育 ,发 
表 论 文 二 十 余 篇 .1985 年 参 
加 研制 的 “计算 机 藏 文 信 
息 处 理 系 统 ” 获 甘肃 省 科 
技 进步 二 等 奖 ,199?7 年 主持 
的 《 藏 汉 双 语 数 学 师资 培 
养 》 获 甘肃 省 教学 成 果 二 
等 奖 ， 主 持 并 完成 了 国家 
民 委 教育 科学 重点 课题 
《 藏 汉 双 语 数学 教育 研究 》 
主编 了 专著 《 藏 汉 双 语 数 
学 教育 研究 》 和 全 国 第 一 
部 藏 汉 双 语 对 照 教材 《高 
等 代数 》 


第 一 章 ”预备 知识 ee 1 
81.2 模糊 集 的 分 解 定理 与 表现 定理 …………………………… 11 
81.3 模糊 代数 简介 ese 14 
$ 1.4 模糊 拓扑 学 简介 22 

AE Et T LQ QAPAS 28 
§ 2.1 模糊 数 的 概念 :RN 28 
$ 2 几 种 特殊 的 模糊 数 及 有 关 运 算 .………ppp 56 
82.5 模糊 数 的 模糊 极限 RN 73 
$2 BOBR BR PEJE o a... ..................... 81 
$ 2.7 模糊 数 空间 及 其 有 关 重 要 性 质 简介 ………….…… 89 
82.8 模糊 数 的 应 用 举例 eens 92 

第 三 章 ”模糊 复 集 与 模糊 复数 . 复 模糊 集 与 复 模糊 数 ………. 105 
83.1 模糊 复 集 合 与 模糊 复数 ino 105 
83.2 复 模糊 集 与 复 模糊 数 4.0... .................... 125 

第 四 章 ”模糊 复 分 析 基础 … rrere 150 


o a Cu 人 下 wm Nn 


$ 4. 
$ 4. 
$ 4. 
$ 4. 


$4.5 


$4. 
第 五 章 
$ 5. 
85. 
$5. 
$5 
85 
85. 
§5. 


$6. 
$ 6 . 


~ ON nm A tut N 


1 复 模糊 集 值 函 数 的 基本 概念 与 性 质 …………… 
3 ”模糊 值 函 数 的 曲线 和 曲面 积分 ppp 
5 复 Fuzzy 测度 与 复 Fuzzy 积分 pp 
6 复 模糊 函数 在 光 骨 曲线 上 的 积分 ee; 


1 Fuzzy 集 序列 的 极限 及 其 运算 法 则 

SE Fuzzy 数 序 列 的 收 敏 性 pp 

X Fuzzy 数 项 级 数 概念 及 性 质 pp 
实 Fuzzy 级 数 收敛 性 判别 法 则 …………… 

区 间 值 函数 与 模糊 值 函 数 项 级 数 的 收敛 性 ……… 
É Fuzzy 数 项 级 数 及 其 收敛 性 
复 模糊 值 函 数 级 数 及 其 收 人 敏 性 pp 
研究 进展 与 法 .Ne 
1 模糊 数 系 的 发 展 Ne 


2 模糊 复 分 析 进一步 研究 课题 pp 2 


eutsaeooa.......................................................... 


第 一 章 ”预备 知识 


81.1 模糊 集 概念 及 运算 


在 经 典 集合 论 中 一 个 元 素 x 和 一 个 集合 A 的 关系 只 能 有 x€ 
A fi x& A 两 种 情况 。 然 而 ,在 现实 客观 世界 中 ,大 量 存在 着 外 延 
不 分 明 的 概念 , 即 “ 亦 此 亦 彼 " 现 象 ,用 经 典 集合 论 “ 非 此 及 彼 " 的 思 
想 尚 不 能 刻画 所 有 元 素 和 集合 的 关系 , 即 不 能 简单 地 用 “xE A 或 
x 冬 A" 来 表述 ,我们 称 这 种 外 延 不 分 明 的 概念 为 模糊 概念 。 为 了 
刻画 模糊 概念 ,1965 年 L.A. Zadeh 首先 引入 模糊 集 的 概念 ,其 基 
本 思想 是 把 经 典 集 合 中 的 绝对 隶属 关系 灵活 化 ,用 普通 集合 的 特 
征 项 数 语 言 来 讲 就 是 :元 素 对 “集合 "的 隶属 度 不 再 是 局 限于 取 0 
或 1 ,而 是 可 以 取 0 到 1 之 间 的 任何 一 个 实数 。 具 体 来 讲 我 们 有 : 

设 给 定论 域 U 和 一 个 资格 函数 把 U 中 每 个 元 素 x 和 区 间 [0， 
1] 中 的 一 个 数 pa(x) 结 合 起 来 。pa(x) 表 示 x 在 A 中 的 资格 的 等 
级 。 此 处 的 A 即 所 谓 U 的 一 个 模糊 子 集 , 而 u(x) 相 当 于 普通 集 
的 特征 函数 CA(x) ,不 过 其 取 值 不 再 是 0 和 1, 而 是 扩展 到 [0,1] 中 
的 任 一 数值 。 

用 数学 语言 我 们 给 出 : 

定义 1.1.1 所 谓 给 定论 域 ( 非 空 集 )U 上 的 一 个 模糊 子 集 
A, 是 指 对 任何 x€ U 都 有 一 个 数 pa(x)E10,1j 与 之 对 应 ,并 称 之 

.1 ， 


为 x 属于 模糊 子 集 A 的 隶属 程度 ; 即 指 的 是 映射 


ua: U > [0,1];z — gA (z). 


而 映射 pa 称 为 A 的 隶属 函数 ,以 下 以 A(x) 简 记 na (x). 

显然 , 当 隶 属 函 数 仅 取 值 于 10,11 时 就 成 为 通常 的 特征 函数 。 
即 分 明子 集 是 模糊 子 集 的 特例 。U 上 的 所 有 模糊 子 集 全 体 构成 
的 集 族 记 为 F(U),U 上 所 有 分 明子 集 全 体 构 成 的 集 族 记 为 PCU) 

定义 1.1.2 A ,BCF(U),# Vx€U,B(x)<A(x) 

则 称 A 包含 B, 记 为 BZA. 

如 果 ASB H BSA, MF A 与 B 相 等 , 记 作 A=B 

显然 ,包含 关 系 “ 忆 "是 下 考 集 F(U) 上 的 二 元 关系 , 它 具 有 下 
列 性 质 : 

中 自 反 性 :VY AEF(U),ACA; 

@ 反 对 称 性 :车 ASB,BSA, 则 A=B; 

图 传递 性 : 若 ASCSB,BSC, 则 ACC. 
因此 (F(U) ,C) 是 偏 序 集 . 

定义 1.1.3 设 A,BEF(U), 分 别称 运算 AUB,ANMNB 为 A 
与 B 的 并 集 和 交集 。 称 A* 为 A 的 补 集 ,也 称 为 A 的 余 集 。 它 们 
的 隶属 孙 数 分 别 为 : 

(AUB)(x) = A(x) V B(x) 

=max(A(x),B(x)) 
(Af B)(z=)=A(<x=)AB(z) 
=min(A(zx),B(zx)) 
. 2 . 


A (z)=1-A(z) 
任 给 a,bE[0,1], 由 于 
0<aV bl, 0<aAb<l, 0<1-a<1 
故 对 任何 A,BEF(U), 有 AUBEF(U),ANBEF(U),A‘E 


F(U). 

一 般 地 ,模糊 集 A 与 B 的 并 、 交 和 余 的 计算 , 按 论 域 U 为 有 
限 和 无 限 分 两 种 情况 表示 : 

D RW U= |ui uy, u l WA FE 

A sy AC) , B= y) Btw) 

JJ A U B = > Alu) x Blu). 

ANB= > Alu) 人 Bu), 

A= z 1- AG) 


u; 


i=1 


© 设 论 域 U 为 无 限 集 , 且 下 集 


- [ AG) _ fB) 
a | | s=] . 


u 
K€ U 


MJ A U B = | AS V BUD, 


u 


“€ U 
Alu) A B(u). 


u 


ANB= | 


“U 


A= | 1- AG) 


u 
“U 


两 个 模糊 集 的 并 、 交 运算 可 以 推广 到 任意 多 个 模糊 集 上 去 。 
定义 1.1.4 设 A,EF(U),tET,T 为 指标 集 . 
. 3 . 


对 任意 EU, HME: 

(UA,)(u)= VA,(u)=sunA,(u); 

IET TET ET 

(RADCU) = MA) = infA, Cu); 

# UA, XIA, le rR, QA, XIA, lre rX. 


显然 UA,, NA, EF(U). 
ET ET 


定理 1.1.1 (F(U), U, N, ORA FIER: 

ORY: AUA=A,ANA=A; 

Oz: AUB=BUA,ANB=BNA; 

@ 结 合 律 : (AUB)UC=AU(BUC); 
(ANB)NC=AN(BNC); 

图 吸收 律 : (AUB)NA=A,(ANB)UA=A; 

@@ 分 配 律 : (AUB)NC=(ANC)U(BNC), 
(ANB)UC=(AUC)N(BUC); 

@#—##t:AU2=A,AD2=2.; 
AUU=U,AñDU=A; 

DAR: (A) = A; 

OHM: (AUB):=A‘NMB',(ANMB):= A'UB:. 

车 B,EF(U),tET, 则 上 述 性 质 罗 和 @ 具 有 更 一 般 形 式 : 


@' (UBINC= U (BNC) 
(AB UC= N(B, UC) 
Of (UB,)= NB; 
t€ T IET 


(NB) = UB; 
ET :€ T 


HT2,UCF(U),# F(U) 具 有 最 大 元 U 及 最 小 元 她 ,因此 说 


. 4 ， 


明 (F( 品 ),U ,人 间 ,c) 是 软 代 数 而 不 是 布尔 代数 ,因为 (F(U),U， 

门 ,c) 不 满足 互补 律 。 这 是 下 集 与 普通 集 之 间 的 显著 不 同 之 处 。 

下 集 上 的 补 运算 不 满足 互补 律 , 其 原因 是 下 集 没 有 明确 的 边界 。 
A 门 A‘ 关 名 ,说明 A 与 A ZA, BE: 
VAEF(U), A) AA (u)<T,v u € U 

同样 ,A U A‘ 关 UU, 说 明 AUA4: 不 一 定 完全 覆盖 U , BATRA 

1: 


VACF(U),A(u)VAt()22 , VuG€U. 
例 : 设 U=[0,1],A(u)=u, W] A (u)=1—u 
l-u, <+ 
(AUA:)(u)= 
u u>} 
u, <+ 
(ANA )(u)= 
l-u, I> 1 


#3E:(AU49(2)=(AQA90(2)= 7 

由 于 F 集 的 运算 不 满足 互补 律 , 所 以 它 比 普 通 集合 更 能 客观 
的 反映 实际 中 大 量 存在 着 的 模棱两可 的 情况 。 

定义 1.1.5 若 AEF(U) 满 足 条 件 :A(z)=4>0,A(y)= 
0, í y#x 时 , 则 称 A 为 模糊 点 , 记 为 zx, 点 z 称 为 是 模糊 点 z, 
的 承 点 ,而 4 叫做 模糊 点 z, 的 高 度 。 以 U" 记 U 上 所 有 模糊 点 
之 集 . 

显然 ,分 明 点 z€ U 即 为 以 z 为 承 点 ,1 为 高 度 的 模糊 集 r, 

. 5 . 


由 于 模糊 点 是 特殊 的 模糊 子 集 , 所 以 当 CB, E B(z) 之 4 时 ， 
我 们 称 模 糊 点 x AFB, WE >, € B. 

模糊 点 与 模糊 子 集 的 属于 关系 是 分 明 点 .分明 集 属于 关系 的 
推广 。 而 分 明 的 属于 关系 还 有 下 列 形 式 的 推广 : 

定义 1.1.6 z€ U" ,ACF(U),B A(z)+ A >1,BJ# 
z 重 于 A, 记 作 :ziEA. 

定理 1.1.2 设 14,:a€ TICF(D), 则 模糊 点 = € UA, 
当 且 仅 当 存在 

ao€ 下 ,使 m € A... 

HE: aao € T, z€ A , 则 A (x)>1-4, 所 以 

sup A,(x)>1-A, BI x€ YA. 

反之 :车 nE UA.) supA,(z)>1- 7, 

a€T a€ 
于 是 由 上 确 界 的 性 质 有 ao€ T IË A. (z)>1-A,8 Z € A... 
证 毕 

BRA, =O- (a=1,2,=) 

则 U A, = 器, 对 任何 zx€EU 
均 有 ziE Ü A, 


但 对 任何 n IIA zi & A,, 此 处, A, #mA,(z)=1- Z=, 


EU .这 说 明定 理 1.1.2 对 模糊 点 与 模糊 子 集 的 属于 关系 是 不 成 


立 的 ,但 对 于 分 明 属 于 关系 ,这 又 是 一 条 非常 基本 的 性 质 , 因 此 ,在 
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模糊 集合 论 中 , 仅 有 属于 关系 是 不 够 的 。 
关于 下 集 的 运算 ,前 面 给 出 的 V ,和 A 是 [0,1j 上 的 二 元 运算 ， 
称 Zadeh 算 子 ,实际 中 常用 下 列 形式 : 
设 4,BERF(CU), 对 xEU, 规 定 : 
(AUB)(u)=A(u)V * B(u) 
(ANMNB)(u)=A(u)A*B(u) 
V“ ,人 “为 [0,1] 上 二 元 运算 ,简称 模糊 算 子 。 常 用 下 列 所 列 


几 种 : 

算 子 名 称 V A * 
W Zadeh V A 
2 最 大 ,乘积 V 
3 代数 和 与 积 A 
4 Einstein £ š 
5 有 界 和 与 积 由 © 
6 Hamacher y ; 
7 Yager Y 人 


其 中 “+ a=A(u), b=B(u) 
aVb=max(a,b), aAb=min(a,b) 
a*b 一 一 普通 实数 乘法 ab; 


atb 
Aatb—ab: 
a A b&atb-ab; a Ë bA T 25 
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aDbAminla t b,1); 


ab 
atbar ao ); 
aAb- (1l- Yab 


yTCICYP(IT 25)” 


aQ ba max(0,a t b l); a y b= 
[0, + co) 


ab 
a“ AYEI Ab) 


4 y=1 R}, (t, ERCA,” 
Y Y + 
Y=2 0f, (+, MEHE È) 
Y Y 


aYbAlAlattb Ya, a€[1l,+ o) 
a A pAl-1AlQ-a) + 0-b) ]z; 
当 a=1 时 ,(Y, 人 ) 成 为 (四 ,@ )， 

a> + oo 时 (Y, 人 ) 成 为 (V ,A) 


此 外 ,还 有 Schweizer 一 Sklard 算 子 , Kaufmann 算 子 等 ,这 


里 不 一 一 列举 . 


ATA PRCO (O 、(A) 运 算 ,各 以 不 同 程度 表示 逻辑 上 


的 “与 "运算 , 当 A ,B 中 有 一 个 是 普 集 合 时 ,有 A(x) B(u)= 


A(u)OEB(u)=A(u)VB(wu), 因 此 ,下 集运 算 *、Q、A 都 可 以 看 


成 普通 集合 交 运算 的 推广 。 


对 偶 地 , 算 子 V “中 的 (人 和 六 (四 )(V ) 运 算 ,也 各 以 不 同 程度 


表示 逻辑 “或 "运算 , 当 A.B 中 有 一 个 是 普通 集合 时 ,有 


AlCu) AB(u) = Alu) ®B(u)= Alu) V Blu) 


因此 ,F 集运 算 A O V 都 可 以 看 成 普通 集 “并 "运算 的 推广 。 
以 上 所 列举 的 都 是 一 些 具体 的 算 子 ,概括 它们 的 共性 ,可 总 结 
为 更 一 般 的 形式 。 
定义 1.1.7 映射 T:[0,1]*->[0,1], 
如 果 Va,o,cE[0,1] 
满足 条 件 : 
(1) 交 换 律 T(a,b)= T(b,a) 
(DERE T(Tla,b),c)=Tla,T(b,c)); 
(3) 单 调 性 # aKa, bi Sb, 
则 Tai bi) ST(az, b2); 
(4) 边 界 条 件 T(l,a)=a 
则 称 为 工 三 角 模 ,也 称 为 了 范 数 . 
定义 1.1.8 映射 ”S:[0,1]? 一 [0,1]， 
如 果 Va,b,cE[0,1] 满 足 条 件 : 
(1) 交 换 律 :S(a,65)= S(b,a); 
(2) 结 合 律 :S(S(a,b),c)=S(a,S(b,c)); 
(3) 单 调 性 :车 aSa, b: Sbn, IJ S(a,b )SS(az, b2) 
(4) 边 界 条 件 :S(a,0)=a 
则 称 为 S 三 角 模 ,或 称 为 S 范 数 。 
工 三 角 模 工 和 3S 三 角 模 S 统称 为 三 角 范 算 子 。 
三 角 范 算 子 具有 下 列 性 质 
1” 三 角 范 算 子 T IS 是 对 偶 算 子 。 
工 范 算 子 是 广义 的 “ 交 ” 运 算 ,S 范 算 子 是 广义 的 “并 "运算 . 
2 了 是 工 范 数 , 则 Va,po,E[0,1] 有 0 和 Ta,56) 二 cc 人 bi 
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T(a,0)=0 
3 SESEK, MYa,bEl0, 1l a Vo<SS(a,6)<S1; S 
(a,1)=1 
4 T(0,0)=0,T(1,1)=1;S(0,0)=0,S(1,1)=1 
定义 1.1.9 给 定 模糊 算 子 “ * ”, 称 点 集 


alx*)= zy)lzxy=0 或 xy=]1i 为 模糊 算 子 
“x ”的 清晰 域 。 
清晰 域内 的 点 ,对 应 着 运算 结果 是 清晰 的 , 即 确定 的 是 属于 与 


不 属于 。 因 此 , 算 子 的 清晰 域 是 刻 划 模糊 算 子 模糊 程度 的 一 个 尺 
度 。 


定义 1.1.10 R ACF(U),AC[0,1],i: 

(1)A;= luluEU,A(w) 之 141, 称 A, 为 A 的 4 一 截 集 ,4 称 
为 阔 值 (或 置信 水 平 ); 

(2)A = tuluEU,A(wu)>41, 称 A 为 A 的 4 一 强 截 集 . 

定义 1.1.11 设 AEF(D), 记 


suppA = {ulu€EU,A(u) > 01; 
KerA = lu lu € U,A(u) = 1}; 


分 别称 suppA、KerA 为 A 的 支 集 与 A 的 核 。 当 Kera Z @ 
时 , 称 A 为 正规 下 集 . 
下 集 的 一 截 集 具 有 下 列 性 质 : 对 YAE[0,1]. 
1 设 A,BEF(U), 则 (AUB),=AUB;(ANB),= A, 
. 10 . 


NB, 


(AUB) =A UB; (ANB), =A NB, 

2° #lA, r€ TIC F(U),MWJ U (A.S (UA); A 
(A,), = ( NA, J; (CUA, h= U (A,);; 

IEE tET $ HET * 

(NASEN (A,), 

IEF E e E . 

3 ià C[0,1],ACF(U),#, iS A M AS 
Ar A, SA, 


4 YtET, àa E[0,1], W Arva = OAs Aa) = 
FET 


:ET 


UA, 


IET 


S (A) =(A1-1)53 (A) = (A1-1)° 
$ 1.2 模糊 集 的 分 解 定理 与 表现 定理 


定义 1.1.12 设 A€[0,1],AEF(DU), 记 
(AA)(u)=AAA(u) 
你 AA 为 4 与 4 的 数 积 . 
显然 ,+44 E€ F(U). 当 A 为 普通 集 时 ， 
(2A)(u)=AACa(u). 
这 里 Ca(w) 为 A 的 特征 函数 ,而 AA 仍 是 下 集 . 
4 与 下 集 的 数 积 +4 具有 下 列 性 质 : 
(1) 若 A SA. M] A AC AA; 
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(2) 若 ASB, 则 AASAXAB 
定理 1.1.3 (下 集 的 分 解 定理 工 ) 设 AC F(U), 则 
A= et A QA.) 


证 明 : 因 A, 为 普通 集 , 且 其 特征 函数 


1, Alu)>à 
CA =d 
à 0, A(u)<A 


于 是 ,对 YuEU, 有 
CH alu) M OAA Ca 0D) 
= max{ VO A Ca, (u)), M. A A CA, 
(u)| 
=max{ V QAL, V O QAO] 
=max( Và, V0 ,) 
A<A(u) Alu)<àÀ 
=max(A(z),0)= A(ua) 证 毕 
定理 1.1.4 (下 集 的 分 解 定理 [) 设 AEF(CU), 则 A= 
ei, 
推论 :YxE U,A(u)=supl) lu € A 
证 明 方 法 与 定理 1.1.3 相仿 . 
定理 1.1.5 ( 开 集 的 分 解 定 理 了 下) 设 4EF(D), 若 存在 
集合 映射 
H:[0,1]>P(U) 


RA>H(à), 
DA= U aH() 


A€[0.1] 
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@à4i<2,;=>H(Aí)ƏH(2à:) 
A= QHCa) ， 40 
A5 UH(a) , 221 
证 明 参 见 文 献 中 
定义 1.1.13 若 集 值 映射 
H:[0,1] > P(U) 满足 
Vài à2€E[0,1], 2}, <4:2>H(4,)2H(å22) 
则 称 H 为 U 上 的 集合 套 . | 
U 上 所 有 集合 套 构成 的 集合 , 记 作 UU). 
定义 1.1.14 在 MD) 中 ,规定 运算 “并 "“ 交 ”"“ 余 "如 下 : 
#: (HUH )JQA)JAH (QA)JUH, A); 
(UH,)(Q a UH (A); 
Z: (HNH) ;& H (A)N H4); 
(QADA) A NHA); 
R: Hr'(A)A(H(1- À))° 
定理 1.1.6 (UU), U, N, .)E— 4568343. 
定理 1.1.7(F 集 的 表现 定理 I) 设 H€ % U), 
,L4H(4) 是 U 上 一 个 下 集 , 记 作 A. 并 且 Va,X€[0,1]: 
DA = MH(a) , AO0; 
A= UH(a) , 221. 
推论 : 设 H€ %(U) , w A= 4 AHA) I 
Q VAC[0,1], AC H(A)CA,; 
©A(u)=suplàlu € H(A),AELO,1]) 
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定理 1.1.8(F EB kali Ej) $ 
0:30 U) -> F(U) 
H > MH) = Y AHA) 


Wp EÆMAUU), N, U, PACE). U, N, c) EB BS 38 
射 , 并 且 YVAE[0,1] ,有 : 

DOH) EHAJSCH) ; 

OKH) = NH(a); 

OAH) = UH(a); 

关于 模糊 集 的 扩张 原理 见 下 章 有 关内 容 . 


$1.3 模糊 代数 简介 


1.3.1 格 及 其 基本 性 质 

定义 1.3.1 WK, S) HFFR, £ K 上 的 关系 “" 委 "满足 以 
下 两 条 件 

(1) 自 反 性 :ao 魏 c 

(2) 传 递 性 :ce 委 8,8 委 7 一 a 委 7 

称 ( 忆 , 委 ) 为 偏 序 集 ,如果 它 是 予 序 集 , 且 满足 : 

(3) 对 称 性 :c 委 8,6 委 ca= B 

W(K,<)E FFE ,如果 存 在 a € K ,使 对 任意 56EK, 有 a 
<b, WP a 为 K 的 最 小 元 素 . 若 存在 a € KK ,使 对 任意 5€K, 有 
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b<a , 则 称 a 为 K 的 最 大 元 素 . 若 最 大 元 素 相 最 小 元 素 是 惟一 
的 , 记 0 为 最 小 元 素 ,1 为 最 大 元 素 . 

设 (P ,和 过) 为 偏 序 集 , 则 最 小 元 素 和 最 大 元 素 是 惟一 的 。 若 存 
Y a € P, (EIER bE Pba), b Sa 不 成 立 , 称 a 为 P 的 极 小 
元 素 。 如 果 已 中 有 最 小 元 素 0,a 是 已 ~ 10! 中 的 极 小 元 素 , 称 a 
为 原子 . 若 存 在 a EP 了 ,使 对 任意 bE P(6 天 a)a 委 8 不成立 , 称 a 
为 P 的 极 大 元 素 .如 果 P 中 有 最 大 元 素 1,a ÆP- |1) PHRA 
元 素 , 称 a 为 反 原 子 . 

HIP, SERYE, HCP, AAE uC P, Vh€C H, h< 
u, 称 为 HH 的 上 界 .如 果 瑟 的 上 界 集合 有 一 个 最 小 元 素 , 称 它 为 
H 的 最 小 上 界 , 记 为 supH 或 Vh. 若 存在 vEP,VhAEH,vEh, 
FR o 为 五 的 下 界 . 如 果 互 的 下 界 集合 有 一 个 最 大 元 素 , 称 它 为 H 
的 最 大 下 界 , 记 为 infH 或 人 六 .特别 关于 两 个 元 素 和 4 的 最 小 
上 界 记 为 a V 5, 最 大 下 界 记 为 a 人 2. 

( 忆 , 委 ) 是 偏 序 集 ,最 小 上 界 和 最 大 下 界 有 以 下 性 质 ， 

(1)aApo 和 aaA0 委 0， asa Vb,b<a V b; 

(2)aAb=bAa, aVb=bVa; 

(3)aVa=a, aña=a; 

(4)aSbSa Ab=a, a<b@aVb=)b 

(SJaA(bAc)=(aAb)Ac, aV(bVec)=(a Vb)Vc; 

(6)aA(aVb)=a, aV(aAb)=a 

定义 1.3.2 偏 序 集 (L ,三 ) 称 为 格 , 如 果 对 任意 a,8EL ,有 
aVB,aABEL. 


定理 1.3.1 # L 是 格 的 充分 必要 条 件 为 ; 
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(1) 存 在 两 种 运算 V ,人 ,使 对 任意 4a,bEL, 有 aAb€EL,a 
VEL 

(2)aVb=bVa,aAb=bAa (交换 律 ) 

(3)(a Vb)Vc=a V(bVc),(aAb)Ac=aA(bAc) 


(da A(aVb)=a,aV(a Ab)=a (吸收 律 ) 

定理 1.3.2 设 ( 工 , 委 ) 是 格 , 则 有 性质: 

(1)bSc>a Ab<a Ac,a V b<a V c; 

Q)aV(bAc)<(a Vb)A(a Vc), 

aA(bVe)>(a Ab) V (a Ac); 

(3)a<c@aV(bAc)<(a Vb)Ac 

@aA(b5Vc)>(a Ab) V c 

定义 1.3.3 若 格 (L, 志 ) 满 足 分 配 律 , 即 ;YVa,b,cEL, 有 

aV(bAc)=(aV6b)A(aVce) 

aA(bVe)=(aAb)V (aAc) 

则 称 为 分 配 格 . 

定理 1.3.3 若 (L, 声 ) 是 分 配 格 , 当 aAb=ah 人 c,aVb=a 
Veit, A bsc. 

定义 1.3.4 BL, SEH, EVHCL, HARK TRAR 
小 上 界 , 称 ( 工 , 委 ) 为 完备 格 . 

#VHCL# 


a V(Ah)= A(a V h) 
h€ H h€ H 
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a 人 (V) =,Y,(a A h) 

称 ( 工 , 委 ) 是 无 穷 可 分 配 的 完备 格 . 

定义 1.3.5 设 工 是 完备 格 ,aEL,4ACL, 称 4 为 a 的 一 个 
极 小 族 ,如 果 A 满足 条 件 : 

(1)supA=a 

(2) 若 BCL,supB=a, 则 VzEA4,jyEB, 使 y 疡 zi 

称 A 为 a 的 一 个 极 大 族 , 如 果 A 满 条 件 : 

(1)infA=&a 

(2) 车 BCL,infB=a, 则 VxEA,3y€EB, 使 y< x. 

定理 1.3.4 RL, SAKER, WY EL, FE at 
极 小 族 和 极 大 族 . 

定理 1.3.5 设 (L ,二 ) 是 完备 格 ,a C L, W a 的 任意 多 个 极 
小 放 ( 极 大 族 ) 的 并 集 , 仍 为 a 的 一 个 极 小 族 ( 极 大 族 ). 

定义 1.3.6 格 ( 工 , 委 ) 称 为 稠密 的 ,如 果 Va,p8EL, 当 ac<8 
时 ,存在 EL, 使 得 a< 1 < p. 

稠密 的 完备 格 具有 下 列 简 性 : 

Vla;sa<Bl=B 

Aila;sa>Bl=B 

定义 1.3.7 W(K,<) F FE RA N: K> K 称 为 保 序 
映射 ,如 果 aS b(Va,b€ K)BR, A N(a)<N(b); Zab 
(Va,b€ K)8*,#f N(b)S<N(a),Ë N 为 逆序 映射 。 如果 逆序 
映射 N 满足 对 合 律 , 即 N(N(a))=4a, 称 N 为 伪 补 。 

WR N ARFER, S) EKA, P 有 最 小 元 素 0 和 最 大 

. 17 ， 


元 素 1, 则 N(0)=1,N(1)=0 

定理 1.3.6 设 N 是 格 ( 工 , 委 ) 上 的 伪 补 , 则 

N(aVb)=N(a)AN(b) 

N(a Ab)=N(a)V N(b) 

定义 1.3.8 (L, S) ER, f S 363 0 和 最 大 元 素 1， 
Va€ L,##ffE a EL, aña =0,a Va =1 

称 L 为 有 伪 格 ,a 称 为 a 的 补 。 有 补 的 分 配 格 称 为 布尔 代 
数 。 

定理 1.3.7 L 是 布尔 代数 的 充分 必要 条 件 为 : 

存在 两 种 运算 V 和 V , 且 满 足 : 

(Da Ab=bAa,a Vb=bVa(%FÉ 8) 

(2jaV(bAc)=(aVb)A(aVc)b;sa A(bVc)= (a Ap) V 
(a A c)( ZF Bu Ë ) 

(3) 存 在 1 和 0, 使 aV0=a,a 人 A 人 1=a( 存 在 单位 元 素 ) 

(4)YaEL ,存在 ca EL, aña =0,aVa =1( 互 补 律 ) 

1.3.2 模糊 线性 空间 及 相关 概念 和 性 质 

定理 1.3.8 设 X 是 数 域 K( 指 实数 域 R 或 复数 域 C) 上 的 
线性 空间 ,f:XxX>X;g:Kx X>2X 分 别 是 X 上 的 加 法 和 
数 乘 映 射 , 则 有 

f(AxB)(z=)=(A+B)(z=) 

= Sup min(A(s),B(¢)) 
gliki x A)(z)=(kA)(x) 


Sup A(t), = 0 
OA) =] 
0,-Ú=80, 


特别 对 A = xz;,B= yy, 又 有 

Z, ty, ECEE y) minag) > 

kz, = (Ez), 

此 定理 证 明 可 直接 由 扩张 原理 推 得 。 

定义 1.3.9 设 X 是 线性 空间 ,A 是 X 中 的 模糊 子 集 , 称 A 是 
(1) 上 四 模糊 集 , 若 对 任何 人 E[0,1j, 4+(1I-A)ACAI; 

(2) 平 衡 的 模糊 集 , 若 对 任何 |&l 委 1 均 有 RE4ACA; 

(3) 模 糊 线性 子 空 间 AIHE s, r€ K .,sA + ACA; 

(4) 吸 收 的 模糊 集 , 若 和 = U kA; 

(5) 绝 对 凸 模糊 集 ,车 A 既是 凸 的 又 是 平衡 的 。， 

(6)a - MIRRE , 若 对 任何 1 ,4; 宇 0,41+ =1 均 有 
AA +A ACA;j 

(7) 绝 对 a- RRR EHE | A |° + |Az|“ 委 1, 均 有 
AA +A ACA; 

(8) 四 模糊 集 , 车 存在 :>0, 使 A+ ACiA 

定理 1.3.9 设 X 是 线性 空间 ,4 是 X 中 的 模糊 子 集 , 则 下 


述 条 件 等 价 : 


(1)A 是 凸 模糊 集 ; 
(2)JA(Az+(1-2)y)2min(A(z),A(y)),z,y€ X, A € 


[0,1]; 
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(3)A,( 即 A 的 r 一 截 集 ) 均 为 凸 集 ,~rE [0,1]; 
(4)A 的 7r 一 强 截 集 均 凸 集 ,rE€10,1]; 
(5) 对 任何 x。, ys€ A,A4E[0,1], 均 有 

àze t(1-A)y C€ A; 


(6) 对 任何 zs ,yeEA,AE50,1], 均 有 


(àx +(1-A)y) marta.) € A 

EH 1.3.10 设 X 是 线性 空间 ,A 是 X 中 的 模糊 子 集 M| F 
述 条 件 等 价 : 

(1)A4 是 平衡 的 模糊 集 ; 

(2) 对 任何 |k| 志 1, 有 A(kz)>A(x); 

(3) 对 任何 rE [0,1],A, 均 为 平衡 集 ; 

(4) 对 任何 rC [0,1], A 的 7 一 强 截 集 均 为 平衡 集 ; 

(5) 对 任何 +, C A, | k| <1, A kz.€ A; 


(6) 对 任何 z€ A, [&| 委 1, 有 kz EA。 

定理 1.3.11 设 X 是 线性 空间 ,4 是 X 中 的 模糊 子 集 , 则 下 
述 条 件 等 价 : 

(1)A 是 模糊 线性 子 空间 ; 

(2)XHEÍ s,:€ K,A(sz= +ty)>min(A(x),A(y)); 

(3) 对 任何 r€ [0,1], A 的 > 一 截 集 均 是 线性 子 空间 ; 

(4) 对 任何 rE[0,1],A 的 > 一 强 截 集 均 是 线性 子 空间 ; 

(5) 对 任何 Tasya EA,s,tEK H sz, t typEA; 


(6) 对 任何 z, „EA ,s tEK, (sz + ty) mazte € À 


定理 1.3.12 设 X 是 线性 空间 , 则 模糊 子 集 A 是 吸收 的 充 
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分 必要 条 件 为 对 任何 zE X,supA(kr)=1 
定理 1.3.13 R X 是 线性 空间 ,4 是 XX 中 的 模糊 子 集 ,4 € 
[0,1], 则 下 述 条 件 等 价 : 


(1) 对 任何 zEX, 存 在 e>0, 使 当 |t| <e Bh. € A; 

(2)o1-1(A)= [xz:A(z)>1 一 4 是 吸收 集 ,( 即 对 任何 x € 
X, 有 e>0 使 得 tzrEo1;(A), 当 |z|<e 时 )。 

定理 1.3.14 设 X,Y 为 同一 数 域 K 上 的 线性 空间 ,了 是 从 
X 到 Y 的 线性 映射 , 则 对 任何 A. BC F(X),: € K,# 

(D/(A+B)= f(A)+ f(B); 

(2)f(kA)= kf(A) 

推论 : 设 X, Y 是 线性 空间 , f: X— Y 是 线性 映射 ,车 A E X 
中 的 凸 (平衡 吸收) 模糊 集 , 则 f(A ) 是 Y 中 的 凸 (平衡 吸收 ) 模 
糊 集 。 

定义 1.3.10 É A 是 线性 空间 X 中 的 模糊 子 集 , 则 A A 
包 co(4) 和 平衡 包 ba(A) 分 别 是 包含 A 的 最 小 凸 模糊 集 和 最 小 
平衡 模糊 集 。 

定理 1.3.15 Ë A 是 线性 空间 X 中 的 模糊 子 集 , 则 

(DA WD col AFE, H 

co A)= UTAANN 0, A51, n=1,2,}; 

(2)A 的 平衡 包 ba(A) 存 在 , 且 

ba(A)= U kA 

推论 : 若 A 是 线性 空间 X 中 的 模糊 集 , 则 

co(AtA)=colA)+colA) 
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下 面 简要 介绍 线性 代数 中 模糊 集 的 一 些 概念 和 结论 。 

称 数 域 K 上 的 线性 空间 X 为 代数 , 若 X 中 还 有 另外 的 运算 

h:XX X>X;(x,y)—>x=y, 

称 为 是 乘法 ,满足 

(1)(X,+ ,*) 构 成 环 ; 

(2)k(zxy)= (kr)y= rx(ky), VEEKRK,r,yEX. 

定理 1.3.16 设 XX 是 数 域 K 上 的 代数 ,A,B 是 X 上 的 模糊 
集 , 则 A ,B 的 乘积 为 


Supmin(A(s),B(1)),xEh(XXX) 
CCD | 
0,zEAh(XXxX)， 


特别 对 模糊 点 x , y, 有 

Tuy, = (EY) minnu) 

定义 1.3.11 代数 X 中 的 模糊 集 U 称 为 是 短 等 的 ,车 UU 
CU,U 称 为 是 mx 一 点 的 ,车 U 既是 凸 模糊 集 , 又 是 寡 等 的 模糊 
集 ; U 称 为 是 绝对 六 一 凸 的 , 若 U 既是 m 一 凸 的 ,又 是 平衡 的 。 

定理 1.3.17 E FEB) E mm 一 凸 的 。 

注 : 本 节 详 细 内 容 参 见 文献 [13][33][37] 有 关内 容 。 


$ 1.4 模糊 拓扑 学 简介 


本 节 简 单 介绍 模糊 拓扑 学 的 基本 概念 及 有 关 结 论 。 
设 X 为 非 空 普通 集合 ,F(X) 是 X 上 全 体 模糊 集 之 族 。 
定义 1.4.1 若 SCF(X), 且 8 满足 条 件 : 
(1)Ø, XES 
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(2)A,BES—>ANBES 

(3)AE SET)> UAES 
则 称 6 为 X 上 的 一 个 模糊 拓扑 ,简称 F 拓扑。 称 (X,9) 为 下 拓 
扑 空间 。6 中 的 下 集 称 为 8 一 开 集 ,8 一 开 集 的 余 集 称 为 5 一 闭 集 。 

定义 1.4.2 设 (X,5) 是 下 拓扑 空间 ,A EFF(X), 则 称 

A’=N{B;BES Ħ BTA} 

为 A 的 内 部 。 

显然 A 是 包含 于 A 的 最 大 开 集 。 

定义 1.4.3 设 (X,5) 是 下 拓扑 空间 ,A EF(X), 则 称 

A=NIB;BES H ACB) 

为 A 的 闭 包 。 

定理 1.4.1 设 (X,6) 是 下 拓扑 空间 ,A ,BEF(X), 则 

(Q = 好 

(2)ACA- 

(3)(AUB) =A UB“ 

(A =A 

(5)X° = X 

(6)A"CA 

OXANBY=A' NB? 

(8)A° = A° 

(9)((A°) )°= A° 

(10)A U = A 

(1)A 7 =A ` 

定理 1.4.2 设 (X,9) 是 下 拓扑 空间 ,4AEF(X), 则 对 4 以 
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任何 顺序 依次 施行 取 闭 包 、 取 内 部 以 及 取 余 集 的 运算 任意 多 次 ,最 
多 可 得 出 14 个 不 同 的 下 集 来 。 

定义 1.4.4 设 (X,6) 是 下 拓扑 空间 ,zx 是 点 ,AEF 
(XX)。 若 存在 闭 集 B 使 ACB, 且 4>B(x), 则 称 A 为 x 的 远 
ER. z, 的 全 体 远 域 之 集 记 作 w(x ) ,全 体 闭 远 域 之 集 记 作 (x )。 

定理 1.4.3 设 (zx,8) 是 下 拓扑 空间 ,zx 是 下 点 , 则 

(1)VAEn(zT), na EA 

(2)A€E (z1), BCA>BE (x, ) 

(3)A,BE m(z=.)=>AUB6 (x, ) 

(4)VAC (z), 3B€ y(z=),ACB,BXHE— F AK y, , 34 
y, & B BF, B€ lyp) 

(5) A< u1, M 7 (z,)C glr) 

反 过 来 , 若 存在 映射 9: P(X)—- lE, ECF(X), B n ñ E E 
述 条 件 , 则 令 85= A: V z, € P(X)8 z ASAE glr), à 就 
构成 X 上 的 一 个 下 拓扑 , 且 在 下 拓扑 空间 (XX,6) 中 , 任 一 下 点 式 
的 远 域 系 恰 为 zx 的 映射 了 之 下 的 像 (x )。 

定理 1.4.4 设 (X,5) 是 下 拓扑 空间 , AE F(X),z€EP 
(X), 则 z, € A 的 充 要 条 件 是 V BE glr), AEB 

定义 1.4.5 设 (X,5) 是 下 拓扑 空间 , AE F(X),z,€ P 
(X),# V BE w(x) 都 有 AFB, 则 称 >, 是 A 的 附着 点 。 

定理 1.4.5 设 (X,65) 是 下 拓扑 空间 ,AEF(X), 则 A 的 闭 
包 等 于 A 的 全 体 附着 点 的 并 , 即 

A = Ulz);z, 是 A 的 附着 点 | 


定义 1.4.6 设 (X,6) 是 下 拓扑 空间 ,8C5, 如 果 ó 中 每 个 
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开 集 都 可 表示 为 8 中 若干 个 开 集 之 并 , 则 称 8 为 6 的 一 个 基 。 又 
设 &C5, 若 & 中 各 和 集 的 有 限 交 构成 的 集 族 成 为 6 的 一 个 基 , 则 & 
称 为 6 的 子 基 。 若 Ó 有 可 数 基 , 则 称 (X,8) 是 满足 第 二 可 数 公理 
的 空间 ,或 简称 为 Cr 空间 。 

定义 1.4.7 设 (X,5) 为 下 拓扑 空间 , xz，E P(X), mC” 
(xz), 若 VAEw(z), 存 在 BE p, EACB, MR p 为 z, 的 局 
部 远 域 基 , 或 简称 远 域 基 。 若 VY z, € P(X), x 都 有 可 数 的 远 域 
基 , 则 称 (X,6) 为 满足 第 一 可 数 公 理 的 空间 ,或 简称 为 C1 空间 。 

定理 1.4.6 若 (X,65) 为 Cs 空间 , 则 它 也 是 C1 空间 。 

设 (X, 豚 是 经 典 拓扑 空间 ,A 是 X 上 的 下 集 , 若 VY a€[0,1]， 
A。= {xz|A(xz)>al€E98, 则 称 A 为 (X,3) 上 的 下 半 连 续 函 数 , 以 
oP (X APEKZ TEER RAZ E, h 

(ANB), =A NB AUA), = U (A) 

易 知 w( 罗 是 XX 上 的 一 个 下 拓扑 , 称 (XX,w( 罗 ) 为 由 (XX, 罗 生 
成 的 下 拓扑 。 

定理 1.4.7 上 述 下 拓扑 空间 (X,w( 乃 ) 是 CrI(CCr )2 lB] 3 
HRX, PE CI (Cr ) 空 间 。 . 

定义 1.4.8 设 X 是 非 空 经 典 集合 ,D 是 定向 集 , 则 称 映射 
S:D—P(X)2 F A, WE S= 1S(n);n€ D] ,# AC F(X),# 
Vn€D,S(n)€ A 

则 称 S 为 A 中 的 F 网 。 设 是 定向 集 ,T:E 一 P(X) 是 另 一 
下 网 。 

若 存在 映射 N :下 一 使 得 T= SN, 且 YnED 有 mEE 使 


当 之 m 时 ,N(&) 之 n, 则 称 工 为 S 的 子 网 。 如 果 定 向 集 DÆK 
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然 数 集 N , 则 得 到 下 序列 S:N 一 P(X) 

定义 1.4.9 设 (X,8) 与 (Y,y) 是 两 下 拓扑 空间 ,f:F(X) 
一 下 (Y) 是 序 同 态 , rn EPX). | 

(a)f UEF t z, 处 连续 ,如 果 YV BCy(f(z)),f (B) 
Elx) 

(b)f EBE EB HE V BC, f !(B)€ à. 

定理 :1.4.8 设 (X,S) 与 (Y,w) 是 两 不 拓扑 空间 ,FF(X) 
一 下 (了 ) 是 序 同 态 , 则 以 下 各 条 件 彼 此 等 价 . 

a): f ER 

b): YBEp,f!(B)ES 

c): 有 基 B,YV BEB,f 1(B)E8 

d): 有 子 基 Y,YV BEY,f (B)ES 

e):VB€ e, f 1(B)€ ë 

J): VACF(X),f(A )C(/(A)) 

g):VB€F(Y),(f£ !(B)) Cf (B ) 

k):VB€F(Y),f (BC(F '(B)) 

定义 1.4.10 设 (X,6) 是 下 拓扑 空间 ,A,BEF(X), 如 果 
A` NB=ANB =Ø, NFK FRA 与 B 是 隔离 的 。 

定义 1.4.11 设 (X,6) 是 下 拓扑 空间 ,CE F(X), 若 不 存在 
非 空 的 隔离 集 A,B, 使 C=AUB, 则 称 C 为 连通 集 。 当 X 为 连 
通 集 时 ,(X,6) 称 为 连通 空间 。 

定理 1.4.9 设 (X,6) 是 下 拓扑 空间 , 则 下 列 条 件 彼此 等 价 : 

(1)(X,6) 不 是 连通 空间 

(2) 存 在 非 空 闭 集 4,B, 使 AUB=X,AmB= 纪 
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(3) 存 在 非 空 开 集 A.B, AUB=X,ANB=Ø 

定义 1.4.12 设 (X,6) 是 下 拓扑 空间 ,S= {1S(n),n€Dj|， 
z,€ P(X) 

(1) 如 果 Y AC 7 r), S 最 终 不 在 A 中 , 即 存在 no € D , “n 
Sno BF,S(n)& A, MFE +, 为 S 的 极限 点 ,或 S |a T >, E 
S—x,. S 的 全 体 极 限 点 之 并 记 作 1imS.. 

(2)HHE V AC y7(z,),S 经 常 不 在 A 中 , 即 Yno€ED, 有 nn 之 
no 使 S(n)&A, 则 称 z, 为 S 的 聚 点 ,或 S 聚 于 zx, 记 作 Sox， 
S 的 全 体 聚 点 记 作 adS . 

定义 1.4.13 设 (X,9) 是 下 拓扑 空间 ,S= {1S(n),nE€ED| 
是 (X,5) 中 的 下 网 ,YnED, 以 V(S(n)) 记 下 点 S(n) 的 高 度 ， 
则 得 一 网 

V(S)={V(S(n)),nED} 

称 V(S) 为 S 的 数值 网 。 如 果 数 值 网 V(S) 收 敛 于 实数 a, 
MFK F F$ S 为 a 一 网 。 

定义 1.4.14 设 (X,6) 是 下 拓扑 空间 ,AE F(X), 如 果 有 AA 
中 的 a 一 网 在 A 中 有 一 高 度 等 于 a 的 聚 点 (ecE (0,1]), 则 称 A 为 
良 紧 集 。 当 X 为 良 紧 集 时 , 称 (X,S) 为 良 紧 空间 。 

定理 1.4.10 设 (X,5) 是 下 拓扑 空间 ,A 是 (X,6S) 中 的 良 
紧 集 , 则 

(1)A 对 应 的 隶属 函数 在 X 中 某 点 处 取得 最 大 值 。 

(2)B 是 闭 集 ,AmB 是 (X,6) 中 的 良 紧 集 。 

注 : 本 节 详 细 内 容 参见 文献 31 有关 章 节 。 
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第 二 章 “ 实 模糊 数 


数学 的 发 展 离 不 开 数 ,模糊 数学 的 发 展 和 完善 自然 也 离 不 开 
模糊 数 的 研究 。 模 糊 数 是 模糊 数量 的 一 种 表现 形式 ,人 们 对 事物 
进行 观察 .预测 .判别 、. 聚 类 、 推 理 和 决策 的 过 程 中 ,经 常 同 模糊 数 
量 打交道 ,因此 ,模糊 数 在 实际 中 有 着 广泛 的 应 用 。 然 而 ,模糊 数 
的 概念 产生 时 间 却 相当 短 ,最 早 可 追溯 1972 年 文献 [601 ,1975 年 ， 
A. Kaufmann 给 出 了 实 模糊 数 的 一 般 概念 ,1976 年 日 本 几 位 学 
者 相继 开始 了 模糊 数 的 系统 研究 。 近 年 来 ,我 国 科技 工作 者 在 此 
方面 也 作出 许多 工作 ,而 且 发 展 了 模糊 数 的 范围 ,并 在 模糊 数 的 应 
用 方面 作 了 许多 有 益 工 作 。 本 章 就 实 模糊 数 的 概念 模糊 数 的 运 
算 .模糊 数 的 性 质 .模糊 数 的 度量 .模糊 数 的 极限 等 作 一 概括 介绍 ， 
最 后 给 出 模糊 数 的 几 个 应 用 实例 。 


82.1 模糊 数 的 概念 


2.1.1 模糊 集 的 扩张 原理 
(一 ) 普 通 集合 的 扩张 原理 
定义 2.1.1 设 X,Y 为 两 普通 集合 ,f:X 一 Y,z 一 f(x)， 
可 以 诱导 出 一 个 P(X) 到 P(Y) 的 映射 及 一 个 从 P(Y) 到 
P(X) 的 映射 : 
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f:P(X)—>P(Y), 
A—/f/(A)=!y| 3z=€ A,y= f(z)! 
f 1 :P(Y)—>P(X), 
B—f '(B)=|<z€X|f(z=)€ BI! 
称 F(4A) 是 4 的 象 , 广 :(B) 是 互 的 逆 象 ,其 映射 称 为 普通 集 的 扩 
张 原理 。 
普通 集合 的 扩张 原理 有 下 列 简单 性 质 : 
定理 2.1.1 (1A,CA,.=>/(AI)C f(A;) 
(2)B,CB,=>f (B.C f 1(B,) 
(3)/CUA,)= USCA) 
(fO TAC f(A,), 特 别 地 , 当 f 是 单 射 时 等 
号 成 立 . 
OF 'CUB,)= US '(B,) 
(Of (NB)= (1 f B.) 
(7)/(A)(y)= M Al) 
(8)f '(B)X(z=)= B(f(x=)) 
证 明 :(1)(2) 显 然 
(3Vy€ /(UA,), Az€ UA, E f(z)= y, 
从 而 3 tE T,=&€ A, ,使 f(z)= y, F E y€ /(A, ), 故 y€ 
U (A). 
FZ,Vy€ YSA), J toT, fE y€ f(A,) 
于 是 , 3zE A, CUA tE f(z)=y, 从 而 y€ f( UA). 
()Vy€ /( (Q A,), 3z€ QA,CA,(t€ T),fË f(z)= y, 
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于 是 yE f(A,) GET), 
从 而 yE NSCA) 
(S)YV rEf '(UB,)=>f(z=)€ UB,, TÆ 
JET, f(z)EB, Bl =€ f '(B,)C U f '(B,) 
反之 ,VxE€ Uf B), 36 € T,f& z€ f (B), B 
f(z)€ B.C UB TÆ ,rz€ f '( UB). 
(6)V =€ f !((1B,)>f(z)€ NBCB GET), FÆ 
z€ f `!(B,) G€ T)=<€ NS '(B,), 
KRZ,Vz€ (| f "(Bi),tET,rEf '(B,), 
BI f(z)EB,, 于 是 f(z)E Bi, 从 而 xEf 1!( (1B,) 
(TFA)(y)=1OyE f(A)SOIrEA, f(r)= yO 
A A(z)=1 
(8)f !(B)Xz-)=1S<x€ f (B)Sf(<)E€ BƏeB(f(z))=1 
证 毕 


(二 ) 模 糊 集 的 扩张 原理 

定义 2.1.2( 模 糊 集合 的 扩张 原理 ) 设 f:X- Y ,z— f(x), 

下 可 以 诱导 出 一 个 从 F(X) 到 F(Y) 的 映射 及 一 个 从 F(Y) 
到 F(X) 的 映射 

f:F(X)> F(Y), 


A=/f(A), 


f ':F(Y)>F(X), 
. 30 - 


B— f (B). 
其 中 F(A), 广 !(B) 的 隶属 函数 分 别 定义 为 : 
f(A)(y)= V Alz) 
ft z)= y 
f'(B)(z)= B(Z(z)) 


称 f(A) 为 A 的 像 , 称 广 !( 互 ) 为 B 03848. 
定理 2.1.2 É f:X—- Y ,z—f(x) 
(1D) 如 果 AEF(X), 则 7(A)= U AFCA), E 
(OFANEIAITH A)N NEL,1]; 
()/(A = QACA): 
WFAN = U/(A.); 
(DEAN = FA)) 的 充分 必要 条 件 是 
„y Ala) = maxA(z) 
(2) 如 果 BE F(Y),MJ 
广 !(B)= U Af CB), E 
Ce) F BIEF BACB), AC[0,1]; 
FB) = QB.) =f7 B) 


CSTB) = UFB.) 


证 朋 :(1)VyEY, 则 由 定理 2.1.1(7)， 
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CUAD ODS V AAFAA) 
= V (AAC V A,(z))) 
A€[0.,1] f(z)= y 
= V ( V Q AA,(x))) 


AME[0,1] f(z)= 
= V ( V QAA,(z))) 


f(z)=y AMAE[0,1 


= V.AG)= /(A)(5). 


f(z) 


所 以 ,f(A)= U AFCA) 


[0,1] 


由 定理 2.1.1(1) 及 截 集 和 强 截 集 的 性 质 易 知 (ec)(b)(c) 成 


(d). mR V. A(z)= maxA (x), JroE€EX, flr) = y E 


,YA(Cz)=A(zo)， TE 
FAR = Iyl AAA] = yl V. AG)221 


= |y| IEX, flo) = y, Alzo) >A] 
= {yl 3xz6 € A,..f(zo)= y| 
= f(A,) 


反之 ,Y YEAR 有 V. Ale) = f(A)()22 


于 是 ,由 f(A) = f(A), yE fA) 


即 J xo€ Ai f(zo) = y, AM 


A(zo) => À 
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故 


Y: V AG)= maxA (z) 
(2). 由 于 ex 
Ge BDO V GQ A 1(B,)(z)) 


= V Q AB.(/(z))) 
=B(f(z))= f -1(B)(z), 
所 以 FE ar Bo. 
由 定理 2.1.1(2) 及 截 集 、 强 截 集 的 有 关 人 性 质 知 
f (BC (B.C f B); 
f (B), = nf 1(B.); 
f 1(B), = U 1(B,) 
下 证 f (B),= /1(B,) 
事实 上 ,由 定理 2.1.1、 定 理 2.1.2 易 知 
FBR Nf '(B.)= (NB) = (B) 
证 毕 . 
类 似 地 ,我 们 有 
定理 2.1.3 É f:X>Y,z— f(x) 


(1) 如 果 AEP(X), 则 f(A)= U AfA), 


WSFA) = USCA) = FCA) 
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(OFAN = QACA): 

(2) 如 果 BE F(Y),MI 

-17 太一 -1 

y '(B)= M (Ba) 

(DF BRES BICF Bs 
COFEB Mf !(B,); 

PF B= USGBC) 
证 明 : 只 要 证 明 

f(A = f(a) 

f° (B) = f B) 

事实 上 ,由 定理 2.1.1、 定 理 2.1.2 Ml 
FAN = USCA) = f( UA.) = fA); 
f '(B)x= Uf '(B,)=f '(UB,)= f '(B.). 
WEHE. 

进一步 地 ,我们 还 有 

定理 2.1.4 B F:X 一 Y,z 一 上 Fz)， 


(1) 如 果 AEF(X), 且 存在 {HX1E K(X) ,使 得 
A,C HA(A)C A, (AC[0,1]) 5 


f(A)= U fCHAG)) 


(其 中 K(X) 表 示 [0,1] 上 的 集合 套 全 体 .) 
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(a) /(AXC/(H;(A))C/(A), 
(0) /(A),= Q CHA(a)); 
(c) SAN = YACH Ca); 


(2) 如 果 BE F(Y), 且 存在 1H;|E KCY) 使 得 
B,CHs(A)CB, (a€[0,1]), m 


FB) = U Af (HBO)), 
(4) (BC HADE); 
(OFB) = Nf Ha(a)); 
(OSB) = U (Hs(a)). 

定理 2.1.5 设 f:X- Y ,f l f AER.: 
(DWR AE FCX), W GADDA, 
特别 地 , 当 fRA, A (CAD) = À 
(2). 如 果 BE F(Y), 则 (f 1(B))C3, 


特别 地 , 当 f 是 满 射 时 , (F 1(B))= B 

证 明 :(1) 由 于 对 VxEX， 

广 !(F(A))(z)= fA 2)) 

= V Alz’) 
fr)= f(x) 
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1 `" 了 不 是 单 射 ; 
=A(z) "4 f E Bl 


a DA ” 当 / 不 是 单身 
从 而 run- 
=A ” 当 了 是 单 射 


(2). 由 于 对 VyEY 
FEBO) = V. f (Bz) 
= V. B(/(z)) 
B(y) 4 f EW 31 
"lase, 当 了 不 是 满 和 
B ” 当 / 是 满 射 


CB 当 /不 是 满 射 证 毕 . 
定理 2.1.6 #f:X>Y,g:Y>Z,gf:X>Z, 
(g°f)(z)=g(f(xz)), 则 有 


(1) 如 果 AEF(X), 则 


于 是 r= 


gA =A= U aea) 
(2). 如 果 CE F(Z), M 
FEED = (ef) 1(C)= U Af (e 1(C.)) 


[0,1] 
证 明 :(1) 因 为 ,g(f(A))= [z] 3 yE f(A), gO) =z! 
=lz| 3z=C€GA,,f(z=)=y,g(y)= z| 
=l<=| 3z=€A, ,(gsf)(z)= | 
= (g*f)(A,) 
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于 是 (PA= U AEPA) U AA) 


又 由 于 A= U AA), B SACADA, 
由 定理 2.1.4 知 

(AAD = Y AeA) = (as) (A) 

(2) 类 似 于 (1) 可 得 证 。 

证 毕 ， 

定义 2.1.3 设 AEF(X),BEF(Y)， 

记 AxB= U A(A. B.) 

称 为 A 与 B 的 卡 氏 积 。 

定理 2.1.7 (AxB)(z,y)=A(z)AB(y) 

证 朋 : 因 为 
(AxB)(z,y)= V (AACA XB)(z,y)) 
(A A(A,(z)A B,(>))) 


V 

46€[0,1 
V 
AE[0,1 
< V AAA(r)=A(z) 
A€[0,1] 


同 理 ,(A x B)(z,y)SB(y) 


于 是 ,(AXB)(z,y)<A(zr) AB(y) 
“ 假设 “< ”号 成 立 , 则 ja 


ECA x B)(z,y)<a<A(z)A B(y) 
因此 ,对 VAE[0,1]J 有 AAA(r)AB(y)<a 
从 而 , 当 A 宇 a 时 ,A,(x)=0 或 Bi(y)=0 
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我 们 不 妨 设 A,(x)=0, 则 A lr)=0 >a), FE 


A(z)= V AAA (r) 
AC[0,1] 


= V AAA,(z2)<S V A=a 
A€[0,a) 


AGEi0,a) 
故 A(z)AB(y) 壹 A(x) 过 a, 得 出 矛盾 
故 结论 成 立 。 证 毕 . 
定理 2.1.8 设 f:Xx Y—Z,(zr,y)—>f(xz,y) 
(1) 如 果 AC F(X),BEF(Y), 则 
/(AxB)= U Af(A X B.) R 
(a)/(Ax B) EFCA, X BC /(A x B); 
WFA XB) = Q /(A, x Ba); 
特别 地 , CA x B), = f(A x Bi,) 的 充分 必要 条 件 是 


V (AXB)(z,y)= max (AXB)(z,y), 
J(r,y)= z f(z,y)= z 


(G) (Ax B), = U (A, x Ba); 

其 中 f(A,xXB,)=!Íz | 3x€EA,yEBi,z= f(z=,y)l1. 

证 明 方 法 :由 定理 2.1.7, 类 似 定 理 2.1.2 可 得 证 。 

2.1.2 模糊 集合 表示 的 模糊 数 

下 面 我 们 讨论 实数 域 R 上 的 一 种 特殊 的 模糊 集 , 称 之 为 模糊 
数 , 它 是 一 种 很 有 用 的 表示 模糊 数据 的 方法 。 


定义 2.1.4 车 实数 域 R 上 的 模糊 集 AE F(R) 的 隶属 函数 


A(z) 在 R 上 连续 且 具有 下 列 性 质 : 
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(1)A Em, BBXPV AC [0,1], A, 是 闭 区 间 ， 

记 为 [ A; ,Ax] 

(2)4 是 正规 的 , 即 ] zoER, 使 A(zo)=1 

则 称 A 是 一 个 实 模糊 数 ,下 面 简 称 之 为 模糊 数 。 

从 直观 上 来 看 ,模糊 数 的 隶属 函数 的 图 形 是 单 峰 的 上 且 峰 项 使 
隶属 度 达 到 1, 如 图 2-1 所 示 。 

这 种 模糊 数 用 来 表示 隶属 函数 达到 峰值 1 的 ro 左右 的 数 。 
模糊 数 的 模糊 程度 可 由 其 隶属 函数 图 形 的 平坦 或 陡峭 程度 来 表 
Ro 特别 ,模糊 数 也 允许 素 属 度 达到 峰值 的 点 是 一 个 区 间 。 如 图 
2-2, 图 2-3 所 示 。 


....... 


X 
ma ~ 
F2- sisa M-AN AMIN 
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BJ2-33FJB 60 E n 


R 上 的 模糊 数 全 体 记 为 F* (R), 即 F*(R)=|A| À E 
糊 数 | . 


由 模糊 集 的 分 解 定理 ,对 于 任何 ¿€ F" (R),# 


a= U a[ai az] 


u AE[0,1] 


例 2.1.1 设 cER, 我 们 定义 
T 

0,z=a 
则 aCF'(R),Ha= U Alaa] 
H 2.1.2 设 a,bER ,我 们 定义 

1,zE[a,b] 

[e011 ZSNE, 
JM [a,b]€ F*'(R), H 


[a b]= U Ala,6b] ' 


a€ [0,1] 
定义 2.1.5 aC F(R),Ë a RUMI AO. 


如 果 对 于 任何 z,yE€ R, 有 
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aG +(1-4)y)2a(z)Aa(y),AC[0,1] 


定理 2.1.9 设 aE F(R),a 是 模糊 凸 的 充分 必要 条 件 是 
对 于 任意 AC[0,1],a, 是 凸 集 。 


证 明 : 设 a 是 模糊 凸 的 。 
由 于 ww = Iz|e(z)>A] 


故 , 当 z,yEw 时 ,a(ar+ (1-a)y)>a(z)Aa(y)2A 
故 ,wz+(1-a)yEal, 即 < 是 凸 集 。 
反 过 来 ,如 果 对 于 任何 ME [10,1], a 是 西 集 , 则 对 于 任何 x， 


y€ R 


是 


令 a-a(zx)Aa(y), 有 

r€Ca,fly€a, 

由 于 a。 EDE, MAFA A C10,1]8 
Az+(1- 4)yG€a, 

于 是 a(Az+(1-2)y)>a=a(z)Aa(y) 
即 a 是 模糊 凸 的 . 证 毕 . 


定理 2.1.10 设 <EF'(R), 则 “是 模糊 凸 的 。 
证 明 : 由 定理 2.1.9 即 证 。 


定理 2.1.11 设 a4€EF(R), 则 a 是 模糊 数 的 充分 必要 条 件 


1,z€[m ,n]Z Z 
a(z)=4L(z),z<m 
R(z),z>n 
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其 中 L(x)E f WE SE BJ Sñ M SR ER Os L(z)<1, B. 
lim L(x)=0 
R(x)jE Ze 2 0 AJM AA RA, OSR(r)<1,H 
lim R(x)=0 
证 明 : 必 要 性 , 设 cEF*(R) 
DHF a 是 正规 的 ,所 以 ,ai = [ai ,at ]=[m,n] 关 多 
DX z< mit, $ L(z)=a(z),M] OS L(r)<1, 
设 rlr, Sm 
asala), EF alm)=1, Wlar, m ]Ca, 
于 是 z, € a, ;从 而 L(x) >a = L(x), 


所 以 工 (z)(z< 和 ma) 是 单调 不 减 的 。 下 证 工 (z) 是 右 连 接 的 。 
假设 不 然 ,存在 z< m ,使 得 lim L(x)=a>L(zxo), 


za 


于 是 对 于 任何 xE (zo, m),# L(z)2>>a ,I L (zo) < a, B 
实数 的 稠密 性 ,存在 4 使 得 L(zo)<4<a, 因 此 ,对 任何 z€ (xo, 


m) Ea, M roa J a= rot M LoLa Ll Mmo 

所 以 ,由 a, AHER, z Ea,n=1,2,…。 

从 而 mz, Ea 88 lima’, = zo 2888 

往 证 lim L(x)=0. 假 车 不 然 ,由 于 L(x) 是 单调 有 界 函数 ， 
于 是 

im L(x)=a>0, 对 于 任何 xz< m, 由 于 L(xz) 是 单调 不 减 
的 ,所 以 ， 

a(x)=L(z)>a 
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于 是 a, 是 无 界 集 ,矛盾 ! 

@ 同 理 可 证 , 当 x>n 时 , 令 R(z)=a(z), 则 0<R(x)<1 

R(z) 是 单调 不 增 左 连续 函数 , 且 lim R(z)=0 

充分 性 : 

HFa = [mm 让 天 他 ,所 以 a 是 正规 的 。 

(2) 对 于 任何 AGE[0,1], 令 

a, = Al|=|L(z=)2ZAàA],a, = Vlz|R(z)2>A! 

由 于 lm L(z)=0,lim R(z)=0, 所 以 [a; ,ax ÆA RA 
区 间 , 且 a,Cla, ,ax j] ,经 证 ca =[acyv,ax], 事 实 上 ， 

对 于 任何 zCla, ra} ] 400R z C [m,n],WJ a(z)=12A 

如 果 z€ (a, ,m), 则 一 定 存在 a, < zi<z LC) 

否则 A 1z|1L(z) 宇 X41 宇 z1>ax 28, 

因而 根据 L(z ) 的 单调 不 减 性 有 : 

alz)=L(z)>L(1,) >A 

故 rEa n FE(a, ,mm )Cal, 如 果 工 =ay， 

根据 工 (z) 的 右 连续 性 有 


a(ai)= lim L(z)2>2 

故 [ax ,m ] Ca); 

同样 可 证 明 (n ,ax Ca, ,于 是 

[ax „ai Ca 

另 一 方面 ,如 果 zx 和 [ax al ], 则 xz<ai 或 t+>ai。 
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ME rLla, M zxz<AlzlL(z) 之 4| 


于 是 <c(z)= L(z)<2 

如 果 zz>ai, 则 zxz>V {ziR(z) 之 4| 

于 是 a(x)=R(zx)<X 

从 而 ,都 有 xz 冬 ww ,这 样 ,我 们 就 证 明了 对 于 任何 ME(0,1)。 

a =[a, a) 

由 定义 2.1.4 知 a 是 一 个 模糊 数 。 证 毕 . 

由 上 述 定理 可 知 , 一 个 模糊 数 a 可 以 由 [mn7]=ai 及 L> 

(zx) ,R(x) 惟 一 确定 , 记 4=([m7,n7],L~,R” 

定理 2.1.12( 模 糊 数 的 表现 定理 ) 设 

H:(0,1]—++K*(R)= [a,b];a<b,a,bC R|, 
A2—H(A)=[m.,,nə, J 


则 (Da= Y AH(2)€ F! (R) 


(a= MH), AE (0.1). Q, = (1-—D); 
n=1 n 
(3)a=([m¿z,n¿;], LZ, RD, Jt rh 
om 
Li(z)= V lalm Sz} 
26 (0.1) 
Ri(z)= V ¿ln z] 
26 (0,1) ` 


证 明 : 令 五 (0) = 及 , 则 {EIEK(R) ,由 模糊 集合 的 表现 定理 
知 { 五 } 惟 一 确定 模糊 集 


a= U aH(a)= U AH(A)€ F(R) 


aet) 
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且 a, = NAH(a)= N Hla)= fl [Parna] àE (0,11 
(1) 由 于 闭 区 间 的 任意 交集 仍 是 闭 区 间 , 所 以 a, 仍 为 闭 区 间 
(AC(0,1), B a DHO)=[m; n ]#Ø, FÆ aEF*(R) 


(DMF O0<a, = (1-H A <A, AA 
n 


a| = NHC) A HO,) 
另 一 方面 ,又 由 于 HOA) Ca ,所 以 


N H(A,)C (la, =acva)= a, 
n= n= a a=1 " 
KA a, NHO) 


(3). 几 (2) 知 ,ai= A HOL) = (Y [m n] 
HFIHIEK(R), A m 是 单调 不 减 的 , 且 my <mo 
n 是 单调 不 增 的 , 且 n 之 mi ,于 是 有 
S S 

且 对 于 任何 n1, my Sm;S<n;<n,. 

因此 ,我 们 可 以 证 明 a1=[ m,n 
3 z< mm 时 ,由 定理 2.1.11 
Li(z)=a(z)= VY, (NHO)z)) 


A€ 

= V jalrEHA)} 
0<à<1 

= V fjalrElm n] 
0<à2<1 

= V lalr= m} 
0<à<1 

同 理 可 证 , 当 r2>n; Bf, R;(z)= V Alers ml 
证 毕 . 
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82.2 模糊 数 的 运算 及 性 质 


(一 ) 模 糊 数 的 算术 运算 
我 们 采用 扩张 原理 来 定义 模糊 数 的 各 种 算术 运算 和 函数 等 . 


设 A.B 是 两 个 模糊 数 ,其 隶属 函数 分 别 记 为 Al), BO). 
定义 2.2.1 设 * 是 实数 域 R 上 的 一 种 二 元 运算 ,A,B 为 两 


任意 模糊 数 , 则 模糊 数 A 与 B 的 运算 按 下 列 定义 : 
*:RXR>R (z,y)>r*y. 
扩张 运算 为 : *:F*(R)XF*(R)>F*(R) 
(A,B)>A*B= NA(A* B.) 
其 求 属 函数 为 (4 * B)(z)= V (A(z)AB(y)) 
特别 ,四 则 运算 定义 为 : 
(A+B)(z)= V (A(z) AB(y)) 
(A-B)(2)= V (A(z)AB(y)) 
(4.B)(z)= V (A(z)A B(>)) 
(A+B)(z)= V (4(z)A B(y)),y#0 
极 小 , 极 大 运算 定义 为 : 
(AAB)(z)= V (Ala) ABO) 
(AVB)(z)= V (A(z)AB(y)) 
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这 里 要 求 模糊 数 的 隶属 函数 连续 是 合理 的 ,因为 在 不 连续 时 , 
对 某 些 运算 可 能 会 出 现 怪 现象 。 例 如 

5 左右 = 10/2,0.1/3,0.8/4,1/5,0.8/6,0.1/7,0/8} 

2 左右 = 10/0,0.6/1,1/2,0.6/3,0/41 

则 (1):5 左右 +2 左右 = {0/2,0/3,0.1/4,0.6/5,0.6/8,1/7， 
0.8/8,0.6/9,0.1/10,0/11,0/12} 

(2):5 左右 -2 左右 = 10.8/2,1/3,0.8/4,0.6/5,0.1/6,0771 

对 加 减 运 算 而 言 ,似乎 还 较 合 理 , 但 对 乘法 运算 : 

(3):5 EF x2 ÆA = 10/0,0/2,0.1/3,0.6/4,0.6/5,0.6/6， 
0.1/7,0.8/8,0.1/9,1/10,0.8/12,0.1/14,0.6/15,0/16,0.6/18, 
0.1/21,0/24,0/28,0/32 

可 见 结果 的 隶属 函数 出 现 了 多 次 起 伏 ,破坏 了 模糊 数 的 凸 性 ， 
故 结果 不 再 是 模糊 数 ,这 显然 是 不 能 允许 的 。 

但 是 ,对 于 连续 的 模糊 数 可 证 明 下 列 结构 定理 . 


定理 2.2.1 设 A 和 BB 为 两 个 连续 的 模糊 数 , x 是 连续 递增 
的 二 元 运算 . 

MJ À * B 也 是 连续 的 模糊 数 . 

由 于 加 法 和 乘法 都 是 连续 递增 的 二 元 函数 , 故 模糊 数 对 其 上 
的 加 法 和 乘法 是 封闭 的 . 

对 加 法 和 乘法 还 可 以 证 明 下 述 性 质 . 


定理 2.2.2 设 A,B,C 为 任意 的 三 个 模糊 数 , 则 对 加 法 和 乘法 
而 言 有 : 


~ 


xB+AxC 


xx >? 
F 
š 
= 
MW 
> 2 
N 
to 
m 
Q 
n 
D? 


MJ 4A+CEB+D 

Ax CSBxD 

即 模糊 数 加 法 和 模糊 数 乘法 对 模糊 集 的 包含 关系 具有 单调 
性 。 

利用 上 述 运算 规律 有 时 可 以 简化 模糊 数 的 运算 ,所 以 上 述 几 
个 定理 在 实际 应 用 中 是 很 重要 的 。 


定义 2.2.2 设 A,5EF'(R), 称 人 去 巨 ,如 果 对 于 任意 ME (0, 
1] 
有 A;7<B; MA <B? ; 


称 A<B, WR AKB, HFE 1oE (0,1] 使 得 
An SBR An SBa: 


称 A=B, W% A<B B B<A. 
显然 ,下 列 命题 成 立 . 
命题 2.2.1 (F*(R), 牵 ) 是 一 偏 序 集 . 


命题 2.2.2 W A,BCF'(R),A = B 的 充分 必要 条 件 是 对 
任何 XE (0,1] 
A; =B; MA = BZ 
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定义 2.2.3 设 AEF*(R), 如 果 对 于 任何 xER,z<0, 有 
A(z)=0 

称 A 为 正 模糊 数 ;如 果 对 于 任何 zER,z 之 0, 有 A(x)=0 
称 A 为 负 模 糊 数 . 

命题 2.2.3 设 AEF"(R),A 是 正 模糊 数 的 充 要 条 件 是 A 


>0;A 是 负 模 糊 数 的 充 要 条 件 是 A<0. 
证 明 : 由 定义 2.2.2 和 定义 2.2.3 即 可 证 明 , 这 里 从 略 。 
利用 扩张 原理 还 可 以 定义 一 般 的 模糊 数 的 函数 概念 . 


定义 2.2.4 设 f(z) 为 实数 域 R 上 的 一 个 实 函数 ,和 是 任 


意 的 模糊 数 ,其 隶属 函数 记 为 A(z), 则 模糊 数 上 的 函数 A) 
下 列 素 属 函数 来 确定 
V A(z), 若 存在 LER, y=f(x) 


uoo 
0 ,否则 


更 一 般 的 n 元 函数 可 定义 为 : 
定义 2.2.5 设 f(zi,z2，,… ,Xi) 为 n 维 欧 氏 空 间 R” 上 的 一 


个 实 函数 ,A,,A;,…, 人 ,为 任意 的 模糊 数 ,它们 的 隶属 函数 依次 
记 为 A1(z1), Az (zy),…, A(z,), 则 模糊 数 上 的 元 函数 
(Ai ,4 ，…, 和 ) 由 下 列 素 属 函数 来 确定 : 


AG X... A (y) = 
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从 (zi), 当 存在 zu,za z ER 


y= f(r 
使 y= f(zx1, 225, En) 
0, 否则 
于 是 定理 2.2.1 可 推广 为 : 
定理 2.2.4 E f(zi,7x2,… ,zs) 是 R" 上 的 连续 递增 的 n ER 


数 ,A1,A,,… A 是 个 连续 的 模糊 数 , 则 f(A1,As,…, A ) 也 
是 连续 的 模糊 数 . 

这 个 定理 保证 了 模糊 数 对 连续 递增 函数 的 封闭 性 ,特别 是 对 
加 法 和 乘法 运算 的 封闭 性 ,是 十 分 重要 的 。 

(二 ) 模 糊 数 的 关系 运算 

模糊 数 作为 一 种 模糊 数量 的 表示 ,自然 要 求 比较 其 大 小 ,但 是 
值得 指出 ,模糊 集 间 的 包 念 关系 不 能 作为 比较 大 小 的 运算 。 下 面 
介绍 几 个 比较 模糊 数 的 大 小 的 运算 模式 . 

1. 基于 数字 特征 的 关系 运算 . 

我 们 知道 “重心 "或 “均值 "表示 了 模糊 集 的 中 心 所 在 ,应 用 到 
模糊 数 上 它 在 某 种 意义 上 (或 一 定 程度 上 ) 表 示 了 该 模糊 数 的 大 
小 . 

定义 2.2.6 设 x1,7s 是 RR 上 的 两 个 模糊 数 ,其 隶属 函数 分 
别 记 为 x1(z),n2(z), 它 们 的 重心 为 : 

|: rn d 

Gm) = = = 

| nCz)ar 
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G (n>) = ~ 
| wz)d 
~ n(x) (z = G(m))24z 
方差 为 : oln) = ~ 
or | nı(x)dz 
R 
~ | n2( zx)(z _ G(n2))?dx 
aln ) = ` 
i p 


(1) Gln) > Gln), MEK m 模糊 地 大 于 n. TREN t, 
记 作 . 
n> m(t) 
(2) 若 G(x1)<G(n2), 则 称 模糊 地 小 于 n, TEEN t, 
记 作 l 
mi m(t) 
(3) Gm) =GC), WE n, 模糊 地 等 于 nm, TREN c. 
记 作 n= m(t) 
其 中 的 可 信 度 ; 按 如 下 计算 , 令 


G(n)+M ~ ~ 
| ~ n i(z)(z - G(ni)) dx 
G(n)-M 


a Cni) = 


G(n,)+M ~ 
| ni(x)dzx 


Gm)-M 
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Gln, +M ~ ~ 
| N(x) (x - GH) X? dz 


~ G(n,)-M 
o (n2) = 2 一 
G(n,)+M ~ 
f ~ n:(xz)dzx 
G(n,)-M 
o (ni) oG (n>) 
则 z = max ~ 
ol(n1) o(n2) 


其 中 M 是 一 个 适当 选 定 的 常数 。 
2. 基 于 集合 运算 的 关系 运算 


下 面 介 绍 一 种 新 的 观点 来 看 待 模糊 数 间 的 比较 ,把 n2 > m, 
(或 1< zz) 也 看 作 一 个 模糊 数 

定义 2.2.7 Bnn 为 实数 域 R 上 的 两 个 模糊 数 . 

n>n EÑ ni < ni 定义 为 

Ni> n= ni À (> na) 

R n< n = n A (< n) 

其 中 > ma 和 < 为 如 下 定义 的 模糊 数 : 


1- (z), 4 r> n 
0,34 工 安 12 
这 里 n 是 Zn; 的 核 的 中 心 , 故 n(n2)=1 


>Tania) = 


1- m (z), 4 z<nı 
0 , 4 zni 

这 里 n 为 n, 的 核 的 中 心 , 故 n(n) =1 
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为 了 清楚 起 见 ,用 图 来 说 明 。 设 ”= 2( 即 模糊 数 2, 代 表 “ 大 
约 2",*2 左右 "等 意思 ) ,图 2-4 表 示 2, 图 2-5 表示 模糊 数 < 2， 


图 2_6 表示 >2, 如 图 : 


图 2-4 横 策 效 Z 


1 1 2 
图 2-5 懂 网 数 一 M-SR K> 
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定义 2.2.8 ”模糊 数 宇 7 与 三 x 定义 为 : 

Sn=nV(>n) 

<= n V (<) 

按照 W. Siler W J.J. Buckley 的 观点 [9 , 当 集 合 运算 符 ( 人 和 
或 V ) 两边 的 模糊 集 相 容 时 ,采用 扎 德 算 子 ( 即 A 人 = min, V = 
max ) ; 当 两 边 的 模糊 集 不 相 容 时 ,采用 卢 卡 谢 维 奇 算 子 ( 即 PAQ 
= maxi P+ Q-1,0},PVQ= #mnlP+Q,1!. 


在 上 述 关于 衬 n s<, 的 定义 中 ,属于 运算 符 V 两 边 不 相 容 
的 情形 。 因 为 “等 于 和 大 于 ”(“ 或 等 于 和 小 于 ”) 中 只 能 有 一 个 成 


立 , 不 能 同时 成 立 , 故 称 不 相 容 。 因 此 , 宇 2 与 之 2 分 别 用 图 27 
和 图 2- 8 表示。 此 外 ,模糊 数 n 和 x, 之 间 的 数 也 可 看 成 一 个 
模糊 数 [ mi n2]: 


[nin] = (Z n) A (< n2) 


车 n< ni, W>ni 和 三 ns 是 相 容 的 , 故 采 用 扎 德 算 子 . 
于 是 [2,3] 可 用 图 2 一 9 表示 。 
因 2<3 运算 符 两 边 相 容 , 故 2<3=2 A (过 3) 的 图 可 由 图 2 


10 表示 ,可 见 23 与 2 相同 。 
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1 2 3 


m2-78 R>? 


图 2-9 模糊 数 [2， 引 


1 2 3 


H2- gJEk < Y 


2-10 模糊 数 2<3 
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$2.3 几 种 特殊 的 模糊 数 及 有 关 运 算 


为 了 对 模糊 数 的 理解 ,下 面 介 绍 几 种 特殊 的 模糊 数 及 有 关 运 
算 。 

(一 八 区 间 数 

定义 2.3.1 设 R=(-co,+oco) 为 实数 空间 , 称 R 上 的 有 
限 区 间 a = [a ,a ' ] 为 区 间 数 ,区 间 数 全 体 记 作 I(R). 

特别 ,对 于 任何 实数 aC R,a=[a,aj€1(R). 因 此 , RCI 
(R) 

定义 2.3.2 设 a=[a ,a*],b=[b7, b ]EI(R). 

(1) 如 果 a <b ,a Sbt, R a 小 于 或 等 于 5 ,或 者 , 称 6 大 
于 或 等 于 a, WE a<Sb Rba. 

(2) 设 f:Rx RR 为 R 上 的 一 个 二 元 运算 ,界定 1(R) 上 相 
应 的 二 元 运算 f B: :/(a,b)=l/(z,y)|z€a,y€ bl Va,b€1 
(R) 

如 果 记 f= * ,B f(x,y)=xxy, 则 规定 

axb= {rx*xylxrE€Ea,yEbl| 

由 此 定义 可 得 下 列 命题 

命题 1 Ya,bEI(R),kER 有 

aVb=[a Vb ,at Vb*]; 

aAb=[a Ab ,a* Abt]; 

a+b=[a +b ',at+b*]; 

a-b=[a —b'*,at—- b ]; 

ab=[fa +b Aa tbt Nacb Naeb, a *b Va ° 
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6 Var pb Var pr]i 
[ka ,k+sat],k2>0 
| 0， k=0 
[Eva ,ka J],k<0 
-aÀ(-—-1)'a=[-at,—-a`” ]; 


ka= 


一 一 + + 一 一 十 十 
a _ ra a a a a a a a -一 
L7- Ap Ns- Aar Vo V5 Vyr] 0E 


bo agl AAV oE. 
命题 2 <T(R), 委 ,V,A> 是 一 个 分 配 格 . 
命题 3 <I(R),+ > 是 一 个 交换 半 群 ,其 零 元 素 为 0. 
SICR), > 是 一 个 交换 半 群 ,其 么 元 素 为 1. 
命题 4 Ra, bEIR), A 
(1)-(-a)=a 
(2)a<b HHR -b-a 
(3)a= -a 当 且 仅 当 ae- = — at 
(4)-(aVb)=(-a)A(-b),-(aAb)=(-a)V(- 0) 
(5)a-b=a+(-b) 
(6)a -0=a,0-a=-a 
(7)a -a=0 当 且 仅 当 a€R 
命题 5 对 于 任何 a,b,cET(R), 有 
(I (aVb)+c=(a+c)V(b+ c) 
(aAb)+c=(a+c)A(5+c) 
(2)(aVb)-c=(a-c)V(b-c) 
Ca^b)-c=(la-c)A(b-c) 
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c= (aVb)=(c—-a)A(c- 5) 
c=(aA06)=(c-a)V(c- ó) 
(3)Xla-b)-c=a-(b+c) 
命题 6 设 a,6E1(R),j,kER, 则 
(1)l*a=a,0:a=0 
(2)(jk)"a=j"(k*a) 
(3)k+(a Vb)=sgn(k)o(|]Ë#[|+a V|Ë|: b), 
k'(aNb)=sgn(k)' (Ikla Alkl'b), 


1 ,k>0 
其 中 sgn(k)= 0 ,k=0 
-1 ,k<0 


(4)k'(a+b)=k'a+k:b 

(5) 人 =a0  , 06b 

特别 : 记 T(R)= aia€1(R),a= C(xz) 为 区 间 [a at] 
的 特征 函数 |}, 则 显然 T(R)CF(R) 

(二 )、[0,1] 上 的 模糊 数 及 其 逻辑 运算 

作为 扩张 原理 的 应 用 ,下 面 介 绍 [0,1] 上 的 模糊 数 及 其 逻辑 运 
算 , 它 是 模糊 逻辑 中 关于 语言 真 值 的 基础 。 

1.[0,1] 上 的 区 间 数 及 其 逻辑 运算 

定义 2.3.3 称 [0,1] 中 的 闭 区 间 a 会 [a ,a*] (0 委 a 
<a!<1) 

为 [0,1] 上 的 区 间 数 ,[0,1] 上 的 全 体 区 间 数 记 作 Lio 


在 [0,1] 中 ,我 们 有 逻辑 运算 V , A 1 7o 
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,.1]x[0,1]—[0,1] 
„b)>a\bAsupla, b! 

A:[0,1] x[0,1]—>[0,1] 
„b)>a AbAinfla, b} 
1] >[0,1] 


a>—aAl-a 
([0,1], V ,人 ,一 ) 构 成 一 软 代 数 , 按 扩张 原理 可 将 (* ) 式 扩 
EA L, Eo 
aVb=[a a>] V[b7,b*]=lzl3(r,y)EaXxb,z=z 
V yl 
=[a Vb ,atVb*] 
aAb =[a aa AL ,bt]= lz] 3(z,y)€axb,z= x 
Ay! 
=[a Ab ,a*Ab*] 
>a = 一 [aa jj=iz|3zEGaz= 一 并 = 一 工 | 
=[1-at,l-—a- ] 
可 以 证 明 ,(Li,V，,A ,一 ) 构 成 优 软 代数 , (证明 见 文献 [23] 
191 ~ 193) 
2.[0,1] 上 的 模糊 数 及 其 逻辑 运算 
定义 2.3.4 [0,1] 上 的 模糊 子 集 a € F([0,1]) 称 为 [0,1] 上 
的 模糊 数 , 当 且 仅 当 a 满足 下 列 条 件 : 
(la, =[a, sa} ]€ L, ,( V AC (0,1]) 
(2)a,=[a( ar] 天 好 
全 体 [0,1] 上 的 模糊 数 记 作 L. 
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可 按照 扩张 原理 来 规定 L, 中 的 逻辑 运算 V ,人 ,一 。 
定义 2.3.5 在 Li 中 规定 有 逻辑 运算 如 下 : 
(DaVe= WaaVe)= Y Alar Vbi, ai Vbi] 
(Ja nb= Y Ata Ab)= Y Alar Ab. ,a: Abi] 
(3)%>a= Y Aa = Nal- a ,1-ai] 
(Aa) = YA AS U AL Aa ,hel ] 
显然 (Li,V ,和 ,一 ) 也 构成 一 个 优 软 代数 ,( 这 是 因为 L, 中 
逻辑 运算 可 以 归结 为 区 间 数 的 逻辑 运算 , 且 这 种 运算 各 自在 相同 
的 水 平 4 中 进行 ,因此 L, 中 运算 规律 可 以 推广 到 L, 中 )。 
[0,1] 上 的 模糊 数 有 下 列 重要 结论 : 
定理 2.3.1 (la Vo), =a, Vb =[a; Vorai Vo] 
(2)(aAb)i=a Ab. =[a, Ab; ai Ab; ] 
(3)C>a),=—a Fl-a, l-a] 
(OV Ya =[ Va, AC Val )] 
(SC Ae) [VAal? ), Aa], 
AC (0,1] 
定理 2.3.2 abai Kb; af <bi ,VAC(0,1] 
以 上 两 定理 的 证 明 见 文献 [23]195 一 197。 
(三 ) 等 水 平 模糊 数 与 等 核 模糊 数 人 7] 
定义 2.3.5 F(R)= {ala:R>[0,1]| 为 模糊 数 全 体 ,a,8B 
EF(R),AEL0,1], 如 果 Y2 € [A , 118835 ox = BB, 则 称 为 a,p 
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按 水 平 4 相等 或 称 为 4 水 平 的 模糊 数 ,并 记 a À 8, 特 别 当 =1 
时 , 称 a 与 8 为 等 核 模糊 数 。 

不 难 验 证 ”4 "是 F(R) 上 的 等 价 关 系 。 

定理 2.3.3 设 a,BEF(R),A4E[0,1], 则 a A BSa(z)=B 
(xz), VrEaURB 

证 明 :充分 性 . 若 sc(z)=8z),YzEwUp, 则 当 ) a 时 

ax =ar Nla U8)= zla(z)22 En UA] 

=Iz]8(z)22 z€ = Uñ) = 8: (a, U B.) = p 

Hah B 

必要 性 .由 于 aà B, 则 VA EEA,1], ax = PB 
于 是 a UB = ay = fro 

如 果 存 在 z€a,UB, =a), Ë a (z) 8(z), 则 a(xz)<B(z) 
或 a(z)> 8(z), 由 对 称 性 不 妨 假设 a(x)< B(xz) 而 不 失 一 般 
人 性 ,于 是 存在 MoE (0,1] 使 得 a(x)<4o< p(xz), 因 此 ,xz€ PB ,但 ， 
Ta Ë aa B. X a(x) 之 4, 则 Mo 过 ,因而 又 有 mw,= ,这 
就 导致 矛盾 , 故 a(z=)=B(z=),VzC€Cua,U B WEE. 

推论 1 设 a,8EF(R),41,432E[0,1], 且 X41<42, 则 

£ adip, DJ aX28 

推论 2 车 a,8 为 4 水 平 模糊 数 , 则 它们 是 等 核 模糊 数 。 

推论 3 Ha PEFR), M a= 8 3 H Aa A 8 

定理 2.3.4 设 映射 

9:[0,1]xF(R) 一 P(F(R))A [|A|ACF(R)| 
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(Qa)>p(4,a)=18 

W (1)YV a€E F(R),p(* ,a) 是 定义 在 [0,1] 上 的 单 增 映射 , 即 
# X41,42€[0,1] 且 4h1<22 有 Pia) Spa), FEA 

p(0,a)= la], p(1,a)= |B] Ker B= Ker a| 

(2) 任 给 4E[0,1], 对 Va,BE F(R), 有 

pl(4,a)flp(4,B)= 或 p(X,a)= 9p(4,8) 

证 明 :(1) 若 Epa), W 8 Aia, 由 推论 1 知 8 Aza 

M BE gp()2,a), 于 是 有 (iva)SPp(hzva) 

又 如 果 BE 9(0,a) , 则 由 推论 3 有 B= a, 于 是 得 p(0,a) = 
la] ,再 由 推论 2 得 p(1,a)= 18] Ker B= Ker a| 

(2) 若 < 和 B.W] p(4,a) 由 p(X, 0) = 他. 事实 上 ,如 果 存 在 
YE P(A,a)Np(A, 8), 则 aX 7Y 且 YX B, 于 是 aA BWS aà, B 
FH. 

# a) B, 则 p(X4,a)=p(4,B), 事 实 上 ,车 YE p(X,a), 则 
YA a Xh al B, 于 是 YX 8, 由 此 得 ZEp(4,8), 故 p(A,x)S 
p,p) HÆTTE pA, poA, a) WEE. 

任 给 AE (0,1], $ F, = lale € F(R),a, = suppa] 

Fi=leQ.a)la€ F] 

定理 2.3.5 (1)# A <, M F, 二 已 ; 

(2)#a BEF, M a= 0 当 且 仅 当 aX 
GE a BEF M a VB, AB. tp. p,a 


T 


à al 


“8 均 属 于 FF 
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证 明 :(1) 若 € F. ML a, = supp a f À<, Xi a, Cm, 
S supp a, 于 是 则 得 a € F， ,于 是 得 证 F, =F,,. 

(Da=pBSa(z)= B(z), Vz € RƏa(z)= B(z), Vz € 
supp a U supp Ba (z)= 8(z), V z € a, UAS aA 8( 由 定理 2. 
3.3). 

(BE € |V,A,+,-. hW Ca x B), = a * B = supp a 
* supp B. xEsuppla* B) 3266 (0,2 Jf# 

(a * 0)X(z=)2Z2AC rC (a * 8), =a, * B, > e, * B, 

= supp a * supp B. 

于 是 有 supp. a * Ü)= suppa * supp B. 

综 上 所 述 得 (a * B), = supp( a * 8) ,所 以 ax BE F, , IEE. 

推论 4 Fi= CR). 

证 明 :a€ Fi 人 Sal= Ker a = supp aSa € 1(R), 证 毕 . 

定理 2.3.6 FX 构成 F(R) 的 一 个 分 割 , 即 满足 

(DE a, BEF, a#p, M pg(4,a)N pap) =D; 

(2) U e(A,a)= F(R). 

证 明 :(1) 由 于 a 头 及 定理 2 3.5(2) A a B, 因 而 由 定理 
2.3.4(2) 的 证 明知 ,gp(4,a) le (a, 0) = 2. 

(TR U pAa)SF(R) 

又 对 VBE F(R),@ alz) = B(z) A Ip (x), 不 难 验 证 a, € 
F, Ba 2 8, 则 BE p(t4,a), 于 是 义 有 F(R)C Y p,a) WE. 

推论 5 FY 构成 F(R) 的 一 个 分 割 。 
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定理 2.3.7 设 Y€9(4,a),6€9(4,8), 则 Yx5€9(4,a 
* B). 
其 中 x*EIV,A,+, 一 ,*|}. 
证 明 : 因 为 7 4 a,564 8, 则 Yx=ar ðr =p VA C[2,1] 
Ay B) = W * =a B = (a * p), VAC[AÀA,1] 
TE y*óCp(A a * 8). 证 毕 . 
推论 6 若 把 pg(1,a)(a€E1I(R)) 中 任 一 模糊 数 统 记 成 as， 
则 
ap * BF=(axB)F 
其 中 xElV,A,+， 一 | 
例如 : 2FV3FVSF=SF 
2FA3FASF=2F 
Sp V[2,7]r=[5,7]F 
[3,8] A [4,10] =[3,8]F 
[4,7]#+[2,9]#= [6,16] 
[4,7]r -[2,9]r=[-5,5]F 
[3,4] [-2,1]r=[-8,4]F 
车 对 任何 a € F, ,BE F, ,界定 
plaa) x* p24,8)= p(A,a* B) 
其 中 x*E1lV,A 人 ,+ ,一 ,*|, 则 由 定理 2.3.5, 定 理 2.3.6, 定 
理 2.3.7 可 得 : 
定理 2.3.8 F, j FI 同 构 , 特 别 I(R) 与 FY 同 构 。 
(四) 梯形 模糊 数 , 三 角 模 糊 数 ,L 一 R 型 模糊 数 . 


实数 直线 R 上 的 模糊 实数 也 可 按 下 列 方式 给 出 定义 : 
定义 2.3.6!391 一 个 模糊 实数 N 是 实数 直线 R 上 的 一 个 模 
糊 子 集 ,其 隶属 函数 记 为 y(z|N), 满 足下 列 条 件 ; 
(a)x(z1IN) 是 R 到 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 ; 
(56) 对 所 有 rEl-œ,n,), yll N)=0; 
(c)u(z1IN) 在 [n1,ns] 上 严格 递增 ; 
(4d) 对 所 有 xEln2,n3],p(z|IN)=1; 
(e)y(z[N) 在 [ns,nsl 上 严格 递 磊 ; 
( 门 对 所 有 xEfns,+%),u(xz|IN)=0. 
这 里 ,ni1,n2,n3,74 为 有 限 实数 , 且 
- S° < ni Lln K nz < n< + oo 
定义 2.3.6 中 的 隶属 函数 w(z1N) 可 表 为 
ll N), mren, 
— 1 , nz Sr Sn; 
4(zIN)= — (1) 
Y (z|N), ní, < r<ni 
0, 其 他 
其 中 [nin ][0,1] 
Unz, na] —>[0,1] 
分 别称 为 模糊 实数 N 的 左 、 右 隶属 函数 。 
模糊 实数 N 的 ( 弱 )a 截 集 记 为 N(a) 
N(a)= |zriy(z|IN)>al ,0<a<l. 
NN(0) 是 闭 区 间 [ n,n]. 
所 以 a 截 集 是 一 闭 区 间 , 故 设 N(a)=[ni(a) ,n;(a)].0< 
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a<1, 显然， 

n i(0)=ni,ní(1)= n¿,n2(1)= ns,n2(0)= n4. 
定义 2.3.7131 模糊 实数 N 称 为 梯形 模糊 数 , 它 是 由 下 列 隶 属 函 
数 确 定 的 


K aR 
: 9 n < rSn 
n2 ni 
Ps 1 ? Mo T =n 
u(rIN)=* (2) 
X na 
, Hy T< na 
na 好 4 
0 ， 其 他 


显然 ,此 时 N 的 左 、 右 隶属 函数 分 别 为 


f a 6 a Ti 
z (z=]| N) n2— ny’ 


2 


py N4 


WINS a. 


定义 2.3.8[3 模糊 实数 NN 称 为 三 角形 模糊 数 , 它 是 由 下 列 隶 属 
函数 定义 的 


二 i ni rSn, 
了 22 ny 
(z|N)= (3) 
二 -2 ; ni rSn, 
n3 na 
0 其 他 


三 角形 模糊 数 是 梯形 模糊 数 的 特殊 情况 ( 即 (2) 中 的 n,= na) 
之 情形 ). 其 左 、 右 隶属 沙 数 分 别 为 lal N)= (zn1)/(n, 一 
ni), (z=|N)= (x~ n,)/(n3~ n4). 


显然 ,以 上 所 定义 的 模糊 数 均 是 正规 的 ,对 于 非 正规 模糊 实 
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A, R 3 E S PHRI R0,11 RA R—[0, a ],0=< < 
1” ,条件 “u(z1N)=1" 改 为 “p(xlIN)=w,0<w<1" 即 可 。 

现 设 R 是 实 模糊 数 集 ,VYV (a,b)C(-%,%) 

S F:(la,b)>R 

Fi)=Ni,a<t<po,Ni)ER,NC) 的 隶属 函数 记 为 y 
= jy(z|N(z)), 它 是 1 的 函数 。 类 似 于 定义 2.3.6, 设 

— < nlt) <n (t)Sn(t)< nlt) < +œ 


类 似 有 
K(xzIN(2)), ni(2)<<r>z<xn(:) 
— 1 9 n, (t)<r<ns,; (t) 
u(x N(t))= — (4) 
m (z]|N(t)), n, (t)<Sçr>=<ni(t) 
0 ， 其 他 


对 任意 实 模糊 数 N(z) ,其 ( 弱 )a 截 集 表 示 为 
Ni(a)=[nita),nz(ta)], 其 端点 是 上 和 wu 的 函数 ,0 
[Xalo 
定义 2.3.9!41 设 工 ,R 是 [0,+co) 到 [0,1] 上 的 连续 函数 ， 
且 均 是 严格 递减 的 ,并 工 (0) = 有 (0)=1,LCt)=RI)=0, 则 由 
从 属 函数 | 


L Í n. (t) — x 


De ) > ni(t)<r<n(t) 


u(rz|IN(t))= ( x~ n>(t) 
ns(t)-— n,(t) 


0, 其 他 


) ， n.(t)<cr<ns (t) 


(5) 
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定义 的 实 模糊 数 NOKA L 一 R 型 模糊 数 ,其 中 工 ,R 分 别 
是 NOWE ARA AR. 

关于 三 角 模 糊 数 , 它 在 实际 应 用 中 人 们 常 采用 下 列 基 本 运算 : 

为 方便 起 见 ,实数 集 R 上 的 三 角 模 糊 数 记 为 M ,其 隶属 函数 
记 为 


Zi El, m] 
fu(z)=4 z u ,TE[m, u] 
m 一 


0 , 其 他 
lm, u 为 实数 , 简 记 为 (l,m,u ; 1) 


Ë Mi= (l,mi,u; 1), M;= (l2, m, u251) 
其 基本 运算 规定 为 : 

Mi i+ MA(litlh, mt m2, ut u2;l1) 

M i: Ms 人 AE(lily, mi m2, uiuz;l) 

AMI IA (Al i, àm, Au i;1), AER 


Mi le o 1) 
$ 2.4 模糊 数 的 模糊 距离 


Ë F:(R)=l|ala2>0,aC€ F"(R)|. 
定义 2.4.1 BBT o: F'(R)X F'(R)—>F1(R)ÉE232 —A 
模糊 距离 


如 果 o 满足 条 件 : 
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(Jola, b)>0, pla, b)=0 XER a= b 
(2)Y cEF*(R) 有 
ola,b)<pla,c)+ ple,b) 
若 o 是 模糊 距离 , 则 称 (R,F* (R),0p) 为 一 个 模糊 度量 空间 
或 模糊 距离 空间 。 模 糊 距离 有 下 列 重要 的 性 质 : 


命题 2.4.1 设 (R,F"(R),p) 是 一 模糊 距离 空间 , 则 ola, 
b)=plb,a). 

证 明 : 则 定义 2.4.1 显然 

定理 2.4.1 下 式 定义 的 o 是 一 个 模糊 数 的 模糊 距离 : 

对 任何 a,b E F° (R). 

olab) = Y Allar = ór l, sup laz ~ 671V lai 6} l) 

BM, # a, bER,ola,b)=la-6b] 

命题 2.4.2 设 aEF*(R), 则 ,ap(a,0) 

命题 2.4.3 设 4EF:(R),eE[0,%), 则 bp(2,0)<<e 当 且 
W a< 

定理 2.4.2 设 ao,b,c,dEF*(R),acR, 则 

(G)pla+b,a+c)=o(b,c) 

(2)p(b-a,c-a)=p(b,c) 

(3)ola-b,a-c)=p(-b,-c) 
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(4) 若 a20, pla'a,a'b)=a'pla,b) 
0 i o asa asb yE jus pt a pse 
(Ë aLL, M 
6 5 a A 5 5 
(OMR ¿<< a LAL, M pled) <pla,b) 
定理 2.4.3 下列 定 义 的 p' 是 一 个 模糊 数 的 模糊 距离 : 
对 任何 a b€ F (R). 
p` (a,b)= U Al sup la, =b; l sup laz 521 V 
Hla, 07 |) 
I DW, #a,bER,p*(la,b)=la-b]. 
命题 2.4.4 设 4EF'(R), 则 ao (a,0) 
车 4EF?I(R), 则 p*(4,0)=a 
定理 2.4.4 设 4,5EF'(R),eE[0,%), 则 p(a,6)<e 当 
且 仅 当 p* (a,6)<e. 
定理 2.4.5 设 4,6,c,4€EF"(R),aER, 则 
Cb ria toep o) 
(e-a, c-a)=p" (b,c) 
e anban n e 
Gja tataia bs T e 
lalo*(—a,-5),3 a <0 
IS 


x N ab) 当 a20 


(S) aLL MJ "(2 ,0)<o (a.c), 
o” (b,c) <p" Case) 

O aL Lb, a Ldb, M p" (c,d)<<p" (a,6) 

下 面 仅 给 出 定理 2.4.1 的 证 明 , 定 理 2.4.3 证 法 与 定理 2.4. 
1 相仿 ,其余 定 理 证 略 , 读 者 可 参见 文 [1] 有 关 章节 ， 

定理 2.4.1 的 证 明 :(1) 先 证 o(2,5)€ F1(R),a,b€ F“ 
(R). 

由 于 4,6E F*(R), 因 而 4,6 均 是 正规 的 , 即 

[ar sai ]Z@.[b r ,bi ]Z @ 

于 是 laf -br |Slar -br I Vlaj — bi l. 

因此 (lar —bíl.lar br | V lat - bt |)Z @ , AÑ o 
(a,6) 是 正规 的 ,由 plab REX, VA <An. 

Clar br ls sup laz =b; IV Ia? =b} DCUar -8r l, 
b lan b Vla, =b; 1) 

于 是 pla,b)EF!(R). 

(2) 下 证 p 是 一 个 模糊 数 的 模糊 距离 . 

(了 工 )p(a,6) 之 0, 显 然 成 立 . 

# p(a,6) =0, 则 对 VAE(0,1]. 


- _ a- + 了 +| 
b la, b l| Vla; b, |= 0 


从 而 ax = bi a; = bz Ella = b 
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反 过 来 若 &=6, 则 VAE(0,1],a7 = bi at =b} 


- - + 二 | 
AN sup la, -b;lVla; - b; 1 =0 


BA pla,b)=0. 
(H)WRV € F'(R),0€ (0,1] 


-cyl+lcy ~b; ls laz b; |<la; 


la; -6b7 |<la; 


1 
则 la, -b,|Sla; -cylyvlay-cyl+rlcy - b; | V | 


+ y+ 
c3 b; | 
laz b; ]|<l|a, c, | Vla; cyl+]c; - b; 1 V ]c; 
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因此 ,对 V wyE[4,1],XA€ (0,1] 


la; -bs lVlay -67 |<la; -crylVlay -cyrl+lc- 
b IV |cr - b; | DELALI -c| Vla; Sez l+ suple, 
b; [Vlez b; 
从 而 对 VAE(0,1] 
+ 
了 


b la, -b; l Vla; b; |< sup la, =e, | Via; -ce 
t sb | es -b| Vic; -067| 

于 是 p(a,6)<p(a,c) toled) 

综合 以 上 所 证 ,p 是 一 个 模糊 数 的 模糊 距离 . 证 毕 . 
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82.5 模糊 数 的 模糊 极限 


定义 2.5.1 WIZICF'(R),a € F' (R) 如果 对 于 任意 


给 定 的 正 数 。 总 存在 正 整数 N ,使 得 当 n 宇 N 时 ,o(4,,4a)<e 成 
立 . 


INEK la, RERS p 收敛 于 a, 记 为 (p) lima, =a B 

an (p) a (n->@). | 

定理 2.5.1 Rlar CF'(R),aEF*(R), o 和 p* 分 别 由 
前 面 定理 2.4. 1 和 定理 2.4.3 定义 的 模糊 距离 , 则 (p) lim a, = a 
的 充 要 条 件 是 (p" )limas= a 

EAEN 2.5.1, (p) limar =a 9V e>0, JEYK N,“ 
n>N 时 ,p(a,,a)<e. 

由 定理 2.4.4 知 ,就 上 述 e>0,(p) (4,,4)<e(p") Can, 
a)<e. 

从 而 由 定义 2.5.1 (olima, =aS(p")lima, =a. 

证 毕 . 
下 面 讨论 问题 中 ,我 们 总 使 用 定理 2.4.1 定义 的 模糊 距离 . 
定理 2.5.2 设 


lan! CF' (R), aEF* (R), Wla HE p KAF a 的 充 要 条 件 是 
对 任意 1€ (0,1],1a; Mla? 1 分 别 一 致 收 伍 于 ar Mal 
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EREA) limas =a. iV 

Ye>0, IN>O(NER), Á nER, n>N 时 . 

blansa) <e. 

于 是 ,对 VXAE(0,1] 

la; a |< , lai Taš l<e 

从 而 1ai1,1a | 关于 XE (0,1] 分 别 一 致 收 化 于 ax ,ef ， 
反之 ,由 于 |a;1,1a*1 关 于 XE (0,1] 分 别 一 致 收 僵 于 a), 


所 以 ,Ye>0,3N>0, 当 AZN 时 (n,NER), 对 于 AE€(0， 

1]. 
lap -ai1<e,lan ax |< 一 致 成 立 . 

于 是 ,la Tar |<e, sup la, ay | V la, — an |< 

it plana) = Y Allan ar ls sup, lan, a |V lan 
a; |]<e 

BI(o)lima,=a. 证 毕 . 

定理 2.5.3 Bia,!, lb 1CF*(R),a,b€ F'(R),a C R, 
如 果 

(uma, = a, (p) limb, = b 
W (Dlim(a, tba) =at 
(2)lim(a,-b,)=a-b 
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(3)lim(aa,)=a'a 
证 朋 :(1). 由 于 (p)lima,=a,(p)limb,=b 
所 以 ,对 Ve>0， 3N20,84834 n>N 时 (N,nER) 
olana) 委 es/2 p(b,,b)<e 2 
于 是 p(a, + 6b,,a t+b)<o(a, + bnsa, +6)+p(a, +hb,at 
6)=p(6,,6)+p(a,,a) 
Ke2 +e/2=e 


即 (p) lim (an tb =+. WE. 

(2) 与 (1) 方 法 相仿 

(3) 当 a>0 时 ,由 于 (p)lima,=& 所 以 
Ve>0,3N,3 nN f, (n, NER) 


` ~ Ne E 
有 Plan,a)S 


于 是 plaramara) a pa a) Sa ke. 


即 (p)lim(ara,)= ara 
当 a<0 时 ,由 (p)lima,=& 
由 定理 2.5.2 la, Mla] | 关于 XE (0,1] 分 别 一 致 收敛 于 
a, 和 ay . 
于 是 | - az 和 | -a | 关于 XE (0,1] 分 别 一 致 收 但 于 - a; 
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和 a: ,从 而 | - a f p KAF- a, 
即 对 任意 给 定 的 。>0, 存 在 正 整数 N ,使 得 当 之 N 时 ,有 


~ 


PC- an,- a) <$ 
由 定理 2.4.2 有 


plaranara) = lalol- a, -a)<lal g= E 
即 (puma =a. EE, 

定理 2.5.4 极限 惟一 性 定理 . 

lal CF (R), a, bE F(R), WẸ 
(pliman =a, lo) limb, =b 

Mj a=b 

证 :因为 (p)limas =a,(p)limbs=b 所 以 
Ve>0,3Ni>0, 当 nn 之 Ni(n,NIER) 时 ,有 


olansa)<e/2 
及 3N2>0, 当 nn 之 Ns(n,N2ER) 时 ,有 


~ ~ ~ 


o(b,,b)< e /⁄2 
Ja N= mar| Ni, Na) nN 有 


0<p(a, b)Lplarar) t plan, b)<e/2+6/2=e. 
由 e 的 任意 性 知 ,p(a,5)=0, 即 a=5， 证 毕 . 


定理 2.5.5 jH AGE. Rial, ibl, ien CF (R) aE 
S F*(R). 
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如 果 对 于 任何 n, A arb <ç, 及 

(P) liman = (0) time, = a 

则 (p) limb, =a. 

WE: (p) lima, =a, (p) lim ca =a. VA, 
Ve>0 ，3 正 整数 N EK n>N 时 有 


olan a)<e/3 
K 3 正 整数 N, ,使 当 ”之 Ni 时 有 


ofcoa)se/3 


又 对 任何 nrar Lb, Lon 
则 当 n>maxri Ni, Nait, A 


olbnsan) Splann) Spolana) +t po(c,,a) 


Wijt,o(b,,a)<o(b,,a,) + pla, a< + S= = 
即 (p)limb =a. WH. 


注 :此 定理 中 的 条 件 “ 对 任何 n 有。 <, Lan "可 改 为 “存在 


自然 数 No, 当 n>N 时 ,有 ar Lb, Len” ERARA RL 


定理 2.5.6 有 界 性 定理 : 设 [a,| CF'(R),a€E F*(R),a 
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ZZ, A,n = 12 WRC) liman =a MERE m, M € 
F* (R), EHER n A: 

S= n<, < M= 

证 :到 e= 1, (O lima, = a, 所 以 ,总 可 以 找到 正 整 数 N, 
使 得 当 n>N 时 ,有 plana) <1, FÆ XHET à € (0,1] 有 

lapai |<1,lai Tai |<1. 

从 而 ai 1<Sa, Sax +1,at -1a <a, +1. 


因此 a-1= U alaj, az] -1= U alaj —l,al - 
he io, 4€[0,1] 
1]< U alarar] 
A€[0,1) 2 2 
=a, 即 a — 1 委 a，. 


同 理 可 证 : a, 委 a +1. 


— 
我 们 设 M= U 4[ marz; ， _ mar zx ] ， 
1610.1] z€laj maN tl] zEla usaya tH 
— 
m= Ual min TA , minz; |] 
2610.1) Tela papaya- 11l FE la a 11 


可 以 证 明 M, mE F(R), 且 对 任何 n, m <a, <M. 
证 毕 . 
定理 2.5.7 lald I CFICR), a, € F1(R),aZ@, 
ZQ a, b so n = 1,2,"" 
WRC) liman =a, (p) limb, = b. MI 
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(p)tim(a,-0,)= a-b 

证 明 : 因 为 (p) liman = a 

所 以 ,由 定理 2.5.6, 存 在 ME FF; (R), M 关 %, 使 得 对 任何 
n 有 


又 由 于 MAO, bA, HEE M € R, 使 得 
M< M, < M. 
LHF) lima, =a, (p) limb, =b, LA 


Ve>0, 3N,, N, ,使 得 nN; 时 . 


plasa) <: 


2M 
Polban b) < (n, Ni, N2, ER) 
取 N= maxri Ni, N3), nN 时 . 


plantbusa'b)Splan'bnsan" b)+ plan*b,a*b) 


=a,p(b,,b)+ b + p(a,,a) 
S<Mo(b,,b)+ b plana) 
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e E 
<M' M IM SM U € 
即 (o) lim(a,'b,)= ab. 证 毕 . 
推论 2.5.1 Ele, l CR, a€ER,a20,a, 20,n=1,2, 
a € F(R), a+, # lima, = a , Ml 
(o)lim(an*a)= a'a. 
定理 2.5.8 MEHE la l,l b, CF'(R) a,b EF 
(R). 
(p) liman=a,(p) limb, =b, WMRIHET n. 
a S<, (R br Lan) 
则 ¿< (或 5 过 a) 
证 明 直 接 由 定理 2.5.2 即 可 得 证 . 


注 :此 定理 的 逆 不 成 立 . 
定理 2.5.9 模糊 距离 的 连续 性 


Blan) lb | CF" (R),a,bE FP"(R), 如 果 (6) lima, =, 
(6) limb, =b, 则 

(Do 

证 明 :由 于 planb) Solana) + pla, b)+ pl, 5 ) 

及 pla,b) Kolara) tolan bn) + oln, 0) 

故 由 保 号 性 可 知 结论 成 立 ， ”证 毕 . 
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§ 2.6 模糊 数 的 模糊 极限 性 质 


i A* 是 下 *(R) 的 一 个 子 集 类 ,A “有 以 下 性 质 : 

(1) 对 任何 ACA", WR B= |infAo; AAC A] E 8, Wl 
supBE F" (R) 

(2) 对 任何 A € A" ,如 果 C = jsuphAu;AoCA1I 有 下 界 , 则 
© infCEF*(R) 

显然 ,A ' 是非 空 的 集 类 . 

定义 2.6.1 设 1a,|CF"*(R), 如 果 对 于 任何 n,a, Lans 

则 称 1a, | 是 单调 增加 的 模糊 数 序 列 . 

如 果 对 于 任何 na, ,和 wa , 则 称 |a ,| 是 单调 减少 的 模糊 数 
序列 . | 

定理 2.6.1 单调 原理 Bla lC A". 

(1) 如 果 1a,| 是 单调 增加 的 模糊 数 序 列 , 且 1a, | 存在 一 个 上 
界 M(MZS)€ F'(R),M la, LE kk 0, B (6) liman = sup 
lan] | 

(2) 如 果 !a ,| 是 单调 减少 的 模糊 数 序列 , 旦 fa,} 存 在 一 个 下 
F m(m2%)€ F(R), W la, | ES, B Cp) lim an = inf 
lanl 


E: hla ECA REMREX, Ve>0, IN, È 
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re a 

由 于 [4 单调 增加 ,所 以 对 于 n> N 时 ,有 

a < sup lan] Kan + eLa, + 

FÈ Pan suplan) ) Sp(an,an te)=p(e,0)=e 

即 就 是 说  (p)lima, = suplan | WEE. 

(2) 与 (1) 证 法 相仿 

定义 2.6.2 Ra, bEF(R) a<b, RIRE 

[ano n eb FE mR 

称 [4,6] 为 一 个 模糊 的 闭 区 间 . 

定理 2.6.2 闭 区 间 套 定理 Bilan b liE AAA 


~ 


KEF S, WREATH: ()a, Sans bn Sbn ,n =1,2.…,al 
天 co ,b = oo; 


(2)plansbn) p O(n—°) 


则 :(p) lima, =(p) limb Q 2 € F” (R), B a 是 这 些 闭 区 
间 的 惟一 公共 点 . 
证 :由 定理 的 条 件 有 


~ 


aa Sa, Sb, 


~ 


a 人 bb bl 


因而 , ia, | 是 有 上 界 b 的 单调 增加 模糊 数 序列 , 15, | 是 有 下 
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界 a) 的 单调 减少 模糊 数 序列 ,由 定理 2.6.1 可 得 : 
(liman = suplan] 
Cp) limba = inf |b| 
于 是 ,对 任何 正 整 数 有 
a< (p) liman, (p) lim ba <b 
则 由 定理 2.5.8 有 
a< (plima Kb a< (p) limba, Kbi k = 1,2-- 
因此 ,对 任何 正 整数 2, 
p(o) liman, (o) lim bn) < plas» b) 
由 定理 2.5.9 可 得 : 
0<o( (plimans(p) limb,)<(p) tim plab) =0 
从 而 (p) lima, = (p) limb, Aa 
因为 a= supla, = inflb,| ,所 以 
ZER RIE ela b. n S 1.2, 
下 证 惟一 性 ,假设 还 存在 ore F'(R), Ha €[a,,b,], n = 
E 
于 是 ,对 于 任何 正 整数 "， 


0 委 o(a,a ) 委 po(a bn) 
从 而 0<o(a,a ) 委 (o) limplan,bn)=0 
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BE plea y=0 

亦 即 asa. WH. 

定义 2.6.3 设 |a,1CF"(R), 且 1a,| 是 有 界 的 ,我 们 界定 
(plimos = (0) lim suplan} (p) limas = (p) lim inflas] 


分 别称 (olima, 和 (p) lima, X |an} 0 ERSTE. 


定理 2.6.3 Hlal EA’ aCEF'(R), M (2) im 2, = a 


的 充分 必要 条 件 是 (p)limar= (p) lima, =a. 


n— 


命题 2.6.1 Bla) CF'(R), a€ F (R), NB (2) lima, 


=a( 或 (p) lma, = a), 则 存在 iau| 的 一 个 子 序列 la。 | 使 


(p)liman =a. 
以 上 两 定理 的 证 明 从 略 ,( 证 明 详 见 文 [1] ,79 81). 


定义 2.6.4 Bia l CF"(R), Wia, 1 35 3 2 38 8 # FE 
列 , 如 果 对 于 任意 给 定 的 >0, 存 在 一 个 正 整数 N ,使 得 当 n,m 


>>N 时 有 olansa) Le 成 立 . 
定理 2.6.4 Cauchy 收敛 原理 


Blan EA” , 则 1&1 是 收敛 的 充分 必要 条 件 是 | | 是 基本 
次 糊 数 序列 ， | 
证 明 :必要 性 :显然 
充分 性 : Ve>0, 令 m=N+1, 则 当 n 宇 NN 时， 
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` < ~ 


planan) SE 


于 是 an+17€Sinf la| Ssuplar) Sansı te. 


从 而 are 委 (o) lima, S(p)lima, San»; te 


r= 


故 p((p)limas,(p) liman)Splay+17 €,ayn+1 te)S 2e 


n— 


由 e 的 任意 性 知 ,(P) lma, = (0) lima, = a € F" (R) 


由 定理 2.6.3 知 (p)limas=a. ”证 毕 . 

定义 2.6.5 设 a,5EF*(R),a<6, 我 们 界定 
(a,b)=izla<z<b,zEF*(R)| 

称 (a ,6 ) 为 一 个 模糊 数 的 开 区 间 ， 

定义 2.6.6 W ACF*(R), F 是 模糊 数 的 开 区 间 构 成 的 一 


个 非 空 类 , 称 下 覆盖 了 A, 如 果 对 于 任何 a € A ,存在 至 少 一 个 开 
区 间 OEF 使 得 a€0. 


定义 2.6.7 设 ACF*(R),a€F*(R), 如 果 对 于 任意 给 
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定 的 e>0,(4 - e,a+e) 含 有 无 穷 多 个 属于 A 的 模糊 数 , 则 称 a 
为 A 的 聚 点 。 


定理 2.6.5 a 是 A 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 A PARE 
不 相同 的 模糊 数 <。 ,使 得 (p) liman = a 

证 :必要 性 Ba 是 4 的 聚 点 ,由 聚 点 的 定义 知 ,在 (4a 一 1,4 
+ 1) 中 有 无 穷 多 个 属于 A 的 模糊 数 ,我 们 从 中 取 一 个 不 等 于 a 的 
模糊 数 , 记 之 为 a1, 考 虑 开 区 间 (4 - 于,a ti) ,由 于 其 中 也 包含 
了 无 穷 多 个 属于 A 的 模糊 数 ,所 以 可 以 取 其 中 一 个 不 等 于 a 又 不 
等 于 a 的 模糊 数 , 记 之 为 az. 

一 般 地 ,如 果 互 不 相同 ,不 等 于 a 又 属于 A BEMS aa, 
ea, 已 经 选 出 , 则 考虑 开 区 间 (& 


Lat PRAF A 
的 模糊 数 还 是 有 无 穷 多 个 ,所 以 ,可 取 一 个 不 同 于 aaran 的 
模糊 数 , 记 为 =。, 1 ,这 样 ,我 们 可 以 得 到 一 个 属于 A 的 互 不 相同 
的 模糊 数组 成 的 序列 lav| , 且 plana) <Kpla -Eat tt 

因此 (p) limar=a 

充分 性 : 设 1a, | 是 属于 A 的 互 不 相同 的 模糊 数 所 构成 的 序 
列 , 且 (p) lima,=a 则 

Ve>0,IN, 使 当 n 宇 N 时 ,o(a a) <e 
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Wi a tela Sate 

即 a, 属于 开 区 间 (x -2e,4 +2e) (注意 下 标 n>N 的 模 
糊 数 a, 是 无 穷 多 个 ) ,所 以 ,(z -2e,4 + 2e) 中 确实 包含 A 中 无 
穷 多 个 模糊 数 ,由 e 的 任意 性 ,所 以 ,a EARRA. 证 毕 . 

定义 2.6.8 设 ACF"'(R),4,5EA 及 a<<5, 称 A 为 
M 一 闭 区 间 , 记 为 [a,5]* ,如 果 对 任何 c,d EA 满足 下 列 性 质 : 

(Da<c<d<5 


~ ~ 


oea 


定理 2.6.6， 有 限 覆 盖 定理 . 设 [a ,6]*CF*(R), 如 果 对 于 
任何 AC[a,6]*", 有 AEA",[a,5]" 是 有 界 集 , 且 能 够 被 一 族 
开 区 间 F 覆盖 , 则 一 定 存在 有 限 多 个 开 区 间 O, € F,i=1,2,…， 
n ila, bl” 能够 被 F ==10;|i=1,2,…,n1 所 覆盖 . 

证 明 : 反 证 法 :假设 [a ,5]* 不 能 被 下 中 有 限 多 个 开 区 间 所 费 


盖 , 则 在 M- 闭 区 间 [4,42]* 和 [2 二 ,6] "中 至 少 有 一 个 不 能 


被 下 中 有 限 个 开 区 间 所 覆盖 ,不 妨 假设 [a ,4 了 4] * 不 能 被 F 中 
有 限 多 个 开 区 间 所 覆盖 ,并 记 之 为 [a1,61]*.( 即 a= a,b = 


~ ~ 


atob 
> ), 且 有 
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~ ~ 


pla1,b1)=p(a,s 2 


"2 pla,b) 
+ ` 
+ ANNET 


同 理 ,在 M 一 闭 区 间 [a1,2 ]* 和 [一 上 一 


有 一 个 不 能 被 F SABAREMAAX KBEN, 


ait bizs 
2 ] 


,并 记 之 为 [4&2, 5b2]". 且 有 : oa 六) = plan 


~) = geland) = Pa,6). 


如 此 ,继续 下 去 便 可 得 [4, ,56,] "1 且 
aLa Sa a 
(2)e(a, b, )= pla, ,b), (p) lim p(a,,b 

因此 ,我 们 由 定理 2. 6. 2 知 ,存在 惟一 的 模糊 数 ce Lan, 


56.]* n=1,.2-- RRL Lan b] 的 定义 ,< 不 能 被 F 中 有 限 个 开 
区 间 所 和 覆盖. 


另 一 方面 ,由 于 cE [4,6]* ,[a,5]" 又 能 被 FF 所 覆盖 ,因而 
必 存 在 OEF, 使 得 cE O ,产生 矛盾 . 


故 ”说 明 [4, ,65,]* 能 被 下 中 有 限 个 开 区 间 所 覆盖 . 证 毕 . 
定理 2.6.7 RAAM 

设 [4a,6] "CF*(R),AC[a,5]",AEA*,[a,5]* 是 有 界 
” 集 ,车 A 是 一 个 无 穷 集合 , 则 A 至 少 有 一 个 聚 点 . 
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一 个 


证 明 : 略 
推论 2.6.1 车 ja,1Cla,6]", 且 [a,6]* 为 有 界 集 , 则 存在 
lan FEI an | ,使 得 av | 是 收敛 的 ， 

证 明 : 咯 

推论 2.6.2 设 1a,1 Cla,6]",[4,6]* 为 有 界 集 , 且 a, T 


不 相同 , 则 1a, | 收敛 的 充分 必要 条 件 是 1a, | 只 有 一 个 聚 点 . 


@| 


证 明 : 由 定理 2.5.4 定理 2.6.5 和 定理 2.6.7 可 直接 得 证 . 
$ 2.7 模糊 数 空 间 及 其 有 关 重 要 性 质 简介 


本 节 中 介绍 的 定义 及 有 关 定 理 详 见 文献 [37]. 
一 、 模 糊 数 空间 中 的 运算 及 度量 
定义 2.7.1 W E”=ļuļlu: R" 一 [0,11 满 足以 下 性 质 @ 一 


Du 是 正规 的 模糊 集 , 即 3 r€ R”,s.t.u(xo)=1; 
Qu 是 凸 模糊 集 ; 
Ou 是 上 半 连 续 函 数 ; 
@[u] = |z€ R'|u(z)>0 RRE. 
对 于 u E E" 称 之 为 模糊 数 ,E" 称 为 模糊 数 空间 ， 
Yu €E”, yE(0,1], Blu] =irlulr)>y}. 
定理 2.7.1 #uCE”, m 
QOD 对 yE[0,1], [u] H R" 中 非 空 紧 凸 集 ， 
DF 0<y,<y,<1,B|[ L LC [u] 
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OFER y, 非 降 收 化 于 YE (0.1). N [u]. = lu] 

反之 , 若 对 任何 yE(0,1], 均 存在 A CR 满足 相应 的 中 一 
@ , 则 有 惟一 的 模糊 数 u € E", E Zlu] = A7.yC(0,1], B[ + ]° 
= U lu ca’ 

推论 :对 u CE”, X F(u):[0,1]—(P,(R"),d); 

7 一 [zj 

W 下 (wu) 于 1€(0,1] 是 左 连续 的 ,于 ;=0 处 右 连续 且 除 至 多 
可 数 个 点 外 F(u) 连 续 . 

此 处 Pi(R") 是 R" 中 非 空 紧 凸 集 全 体 之 集 ,d 是 Hausdorff 
度量 , 即 : 

d(A,B)=infle!N(A,€e)DB,N(B,£s)DA} 

N(A,e),N(B,e) 分 别 为 A,B 的 e BIR. 

定义 2.7.2 Yu,v€EE",kE€E R,B| A E" 的 加 法 和 数 乘 如 


(ut+v)(x)= sup minl uls), v(t)) 
(ku)(z)=u(z/k),k220 BF;(ou)= O, 


其 中 O(z)=1z=0 时 ;O(z)=0,z 天 0 时 

定理 2.7.2 u, CE”, kER, Wlutu]  =[u] +[vv], 
[ku] =k[ u] 

EE 2.7.3 X uCE', W uly) u(y) Blu)” HF. E 3 
点 , 则 

u(7Y),u(7Y) 均 为 [0,1] 上 的 函数 旦 满足 

(1)u(7Y) 单 调 非 降 左 连续 ; 
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(2)x(7Y) 单 调 非 增 左 连续 ; 

(3)u(1)>u(1) 

(July) uE y=0 RER 

反之 ,对 任何 满足 上 述 条 件 (1) 一 (4) 的 [0,1] 上 的 函数 a 

(7Y),5(7Y), 存 在 惟一 的 u € El, [u ]'=[a(y),b(y)],yC (0, 
1] 
定理 2.7.4 Æ E" rh, X. D: E" x En—[0, + eo) 
Dlu,v)= sup d(Lu]”, lv], 
d([u]”, [v] )Æ Hausdorff 度量 . 
JJ: (1)(E", DAER RZ H 
(2)D(àu,àv)=]à]lDlu, v), AER 
(3)D(u + w,v+ w)=D(u,v) 
由 度量 引出 的 拓扑 结构 称 为 一 致 Hausdorff 度量 结构 ,D 
称 为 一 致 Hausdorff 度量 . 

二 、 模 糊 数 的 散 入 定理 

定理 2.7.5 存在 Banach 空间 (X, | 外 .1) 及 7:E" 一 ,使 得 
j(E”) 为 中 顶点 为 9 的 闭 凸 锥 且 满 足 

(1); 是 等 距 的 , 即 上 (wu)-j(v) =Dlu,v), u,v €E"; 

(2)jCsu + tv)=sj(u)+ttj(v),u,v E€ E”,s,t20; 

(3)j(E")-j(E")=X 

如 定义 j:E">X;u—>(u,0) 

则 易 知 Banach 空间 (X, 外, 上) 及 嵌入 算 子 /满足 定理 要 求 . 

定义 2.7.3 对 w€ En,u 的 支撑 函数 "定义 为 
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u*(r,z)= sup (a z), (r,z)€ [x S" l, tri I=[0,1), 
a€E[u;” 


S" 1! 为 R" 的 单位 球面 ,(*,") 是 R" 中 的 内 积 . 
定理 2.7.6 u” 满足 以 下 性 质 
(lu"(r,z+y)<u (rz)+u (r,y); 
(2)u*(r,kx)=ku*(r,x), k20; 
(3)u" 于 IXxS"* ! 上 一 致 有 界 且 |u* (7r,zx)| 志 sup, lal 


(4) 对 任何 zxES" 1,x (zz) 关 于 > 非 增 左 连续 且 在 >=0 
处 右 连 续 ; 

(5)u* (r, )ÆF zr Lipschitz 连续 对 rET 一致 成 立 , 即 

|u*(r,z)- u (r,y)| <( sup, kall z-yl; 


(6) 对 任何 rC I, o € E”, 
ad([lu]’,Lv]’)= sup lu" (r,z)=v"(r,æ)]. 


ES 


定理 2.7.7 对 zxE En, EX j, (u):r—>u"*(r,*)C C 
(Sl), 

Ji; (a )€ C(I,C(S" 1)) 且 

(Tj (su +tv)= si lu) t+ tn(v) ,u,vE En ,s,tZ0; 

(2)|| ju) -jn(v) =Dlu, v), u,v EE”; 

(3)j,(E") C(I,C(S" D) PHAR. 

本 节 所 列 出 的 定理 证 明 详 见 文献 [37]. 


82.8 模糊 数 的 应 用 举例 


模糊 实数 在 实际 中 有 着 广泛 的 应 用 ,应 用 范围 甚 广 , 下 面 仅 举 
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2 案例 来 说 明之 . 

例 1 ,模糊 环境 下 带 有 平衡 条 件 的 投资 项 目 评估 与 选择 方法 
问题 : 

问题 的 提出 : 随 着 市 场 经 济 的 发 展 ,各 地 有 着 许多 各 种 各 样 的 
项 目 需要 投资 开发 ,在 投资 数额 有 限 的 情况 下 ,就 需要 对 诸多 项 目 
进行 评估 和 选择 。 投 资 项 目的 评估 和 选择 要 依赖 于 决策 成 员 ( 决 
策 者 ) 的 主观 经 济 判 断 和 定性 描述 , 既 便 是 某 些 定量 指标 的 评估 也 
往往 由 于 客观 情况 的 复杂 性 也 难以 得 到 精确 的 数据 ,从 而 使 整个 
评价 和 选择 过 程 带 有 极 大 的 模糊 性 。 因 此 ,现实 生活 中 的 许多 投 
资 项 目的 评估 与 选择 都 可 归属 于 模糊 环境 下 带 有 平衡 约束 条 件 的 
问题 。 

模型 

1. 多 因素 评价 模型 

设 P = [pi,p2,…,pr| 为 备 选 的 投资 项 目 集 , C = 
[Ci,C2,…,Cmn| 为 评估 指标 集 ( 因 素 集 )，G = 
1G1,G2,… ,Gi | 为 决策 群 ,G 中 每 个 成 员 G, 对 每 个 项 目 P, 关于 
评价 指标 集 C 中 的 每 个 因素 C; 进行 单一 因素 评价 。 

设 自然 评语 集 E = |E E, E, l ,其 中 Ei, FE2,…, E, 均 
为 语言 变量 ,一 般 可 以 用 模糊 数 来 刻 划 。 

设 决 策 者 G, 对 项 目 P, 关于 评价 因素 C, 的 评语 值 为 Eiji (Ç 
是 一 模糊 数 ) 

决策 群 对 项 目 P, 关于 C; 的 单 因素 Fuzzy 评价 为 Ej (其 确定 
方法 为 : 若 每 个 决策 者 的 地 位 相同 ,从 而 决策 群 对 项 目 已 关于 C, 
的 单 因素 评价 为 Eijj ( 即 取 平 均值 ); 若 决策 者 间 地 位 不 同 , 即 有 权 
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重 比例 , 则 按 加 权 平 均 法 得 到 Eij ); 
设 评语 集 C= (Ci, C2,… Ca) 的 权重 向 量 为 (Wi, W,,…， 
W ) , 它 表示 了 每 个 因素 C, 在 项 目 总 体 中 的 相对 重要 性 ,满足 


W>0, 且 总 W=1, 它 可 用 AHP 方法 得 到 。 采 用 加 权 平 均 法 ,可 
得 决策 群 对 项 目 P, 的 多 因素 综合 模糊 评价 指标 一 模糊 贡献 指标 
FI; 
FIL = WOE DW OEO OW, OE,, (1-1) 
其 中 四 为 Fuzzy 数 的 加 法 运算 ,@ 为 Fuzzy 数 的 数 乘 运算 
2. 规 划 模 型 
一 般 地 ,除了 总 投资 预算 约束 外 ,我 们 考虑 T 个 平衡 条 件 ; 
EC1,ECs,… EG+ ,每 个 平衡 条 件 EC, 都 构成 备 选 方案 集 P 的 一 


个 划分 P,P,，…, Ps P= U Py, 并 要 求 在 划分 子 集 Pyh ER 
有 bi 个 项 目 必 须 入 选 (j=1,2…g, ,t=1,2,.…, 开 ) 
而 选择 的 目标 是 使 项 目的 总 体 效益 最 大 化 。 


1 若 项 目 P; 人选 
引入 决策 变量 z; = 
0 否则 


则 我 们 的 目标 是 极 大 总 体 贡 献 指标 
maz D) Fl, ` x; 


投资 预算 约束 为 :ei* zi S<b. 
其 中 e, 为 项 目 p, 的 所 需 投 资 额 ,bo 为 总 投资 预算 额 ,而 第 / 
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个 平衡 条 件 EC, 则 可 描述 为 : 
Dr; = b; (j= 1,2,:“ qu = 1,2,“ T) 


i€ p, 


因而 , 带 有 平衡 条 件 的 项 目 选择 问题 可 用 下 列 模型 描述 


max 2 FI, ` z; (2-1) 
i=1 
>, ° z; < bo 
i=1 
set > =, = b, (j = 1,2, =q] = 1⁄2, T) 
1E Pi 
x, € {0,1} (i = 1,2,.…n) (2 - 2) 


在 (2.1) 式 中 系数 FL 为 模糊 数 ,因此 上 述 问 题 是 带 有 模糊 数 


系数 的 模糊 整数 规划 问题 。 
模型 的 解法 
1 模糊 数 的 排序 方法 


为 求解 模糊 整数 规划 问题 (2.1) 一 (2:2) ,首先 涉及 到 模糊 数 
的 大 小 排序 问题 , 现 有 的 模糊 数 的 排序 方法 有 多 种 ,下面 给 出 一 种 


较为 简便 而 又 有 效 的 方法 。 
为 了 方便 应 用 . R 上 模糊 实数 采用 下 列 定 义 : 


定义 1 R 上 的 一 个 模糊 数 a 是 R 上 的 模糊 子 集 ,其 隶属 函 


数 fa 满足 下 列 条 件 : 
(1) f ÆR 到 闭 区 间 [0,w] 上 的 连续 函数 ,0 委 w 委 1; 
(2)YzE(-ecoa), f(r)=0; 
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(3) 在 [a,65] 上 严格 递增 ; 
(4)VYrELb,c), f(r)=1; 
(5) 亡 在 [c,dg]j 上 严格 递减 ; 
(6)Vx=€[d,+ o ],f.(z=)=0 

f! (z) , <=Cl|[a,b] 


ETER 1 s r€[b,c] 
“IS i fr (x), rElc,d] 
0 , 其 它 


其 中 : fila, b] 10,118 a 的 左 隶 属 函数 

f [cd] 一 [0,1] 称 a MERER. 

由 定义 1 可知, 及,f." 分 别 为 严格 递增 和 严格 递减 函数 ,因此 
它们 的 反 函 数 均 存在 , 记 为 gl, g’ 

显然 ;gl:[0,1] 汪 [a,6] 是 连续 且 严 格 递增 的 ; 

g' :[0,1] 下 [c,d] 是 连续 且 严 格 递 碱 的 . 

a a=b t, flr) = 所 (565)=1, 则 对 Vy€E[0,1] 有 gl 
(y)=b. 

c=d tt, f(x) = falc)=1, W3} Y yC [0,1]8 g.(y)= c. 

由 于 gi Mg, #E[0,1J ESE R 8 NEEMELO, 11E 
可 积 ,其 积分 值 为 实数 , 故 可 采用 此 积分 值 对 模糊 数 进行 排序 。 

定义 2 设 过 是 用 左 、 右 隶属 函数 / 和 万 确定 的 一 个 模糊 
数 ,g! 和 gr HE MS 的 反 函 数 


称 E,(a) = | gi(y)dy 和 
Ea) = | gCo) dy SIEMA 的 左 、 右 期 望 人 
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称 E.(a)= aE (za)+(1-c)E(a) 为 模糊 数 a 的 o -总 体 期 
望 值 

其 定义 中 的 参数 a C [0,11 用 来 表示 决策 者 的 决策 态度 , 称 之 
为 乐观 度 ,a 越 大 ,乐观 度 越 大 。 

a=0 时 Eo(a)=E,(a) 表示 最 悲观 决策 者 的 态度 

a=1 时 Ei(a)=E,(a) 表示 最 乐观 决策 者 的 态度 

“= 权时 B(2)= 六 [已 (5) + 已 (5)] 表示 中 庸 决策 者 

定义 3 设 S= ial,az, ,asj 是 一 个 凸 模糊 数 的 集合 

(1). 称 a; 优 于 a;, 记 作 ai >ai， 

a;>a;， 当 上 且 仅 当 E(aj)>E(a) , Va€[0,1] 

(2). 称 a; 等 同 于 aj, 记 作 ai= aj;a;= a; 

当 目 仅 当 E.(a,)=E,(a,) , VaE[0,1] 

根据 定义 2 和 定义 3 便 可 对 模糊 数 进行 有 效 排序 。 

对 于 三 角 模 糊 数 而 言 ,排序 更 为 方便 ,这 是 因为 对 于 三 角 模 糊 
X a=(aa,a,) 


fa) Eno T 

其 反 函 数 分 别 为 

g(y)=a t(a-a)y 和 gi(y)=a,t(a-a)y , y 
€ [0,1]. 


Ea) =| gi(y)dy = Ela + a); 
0 a 2 1⁄5 


~ 1 
E(2)=| gi(y)dy = (a + a); 
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Es(2) = Laa, + a + (1 = a)a,]. 

2 .模型 的 解法 : 

设 XX 为 由 (2'2) 所 确定 的 可 行 解 集 ,g :XX 一 F*(R) 为 从 可 行 
解 集 合 X 到 模糊 数 集 F"(R) 的 映射 

规定 g(x)= 2ZFI,S= liEN;zxi=1| 

定义 4 给 定 乐观 度 a€10,1],x* € X 称 为 模糊 整数 规划 
(2.1) 一 (2.2) 的 最 优 解 ,如 果 

E, (g(x*))ZE,(g(x)) 

不 妨 假设 模型 (2.1) 一 (2.2) 中 所 涉及 的 模糊 数 均 为 三 角 模 糊 
数 (这 是 因为 在 描述 决策 者 的 主观 判断 和 定性 分 析 时 ,常常 用 三 角 
模糊 数 表示 描述 结果 , 它 方便 可 行 , 又 省 时 ). 

若 评价 得 到 模糊 贡献 指标 

FI, =(C Ci, C$) 

M g(z)=(XC;”,X2C,,2C;?) 

则 根据 定义 及 三 角 模 糊 数 的 运算 可 将 模糊 整数 规划 问题 (2， 
1) 一 (2.2) 转 化 为 下 列 问题 : 


max >) [ c; + ac, + (1 — a)c)] z; (2-3) 
i=1 


> eí < bo 


sed Qz = b; (j= 1,2,-",q 1 = 1,2,.,T) (2: 4) 
i€ P, 


Zi € 10,1} (i = 1,2,.…,n) 


(2'3) 一 (2.4) 是 经 典 整 数 规划 问题 ,经 典 整数 规划 问题 可 采 
用 优化 软件 包 LINDO 或 MATLAB 中 的 优化 工具 箱 软件 直接 求 
解 。 

例 2: 模 糊 数 在 AHP 方法 中 的 应 用 

层次 分 析 法 (AHP) 是 美国 著名 运筹 学 家 T. L. Saaty 于 
1977 年 提出 的 , 它 是 一 种 分 析 社 会 ,经济 .政治 等 领域 中 复杂 问题 
时 简捷 .实用 的 多 准则 决策 方法 , 它 把 复杂 问题 表示 为 有 序 的 递 阶 
层次 结构 ,其 方法 的 关键 在 于 以 一 定 的 标 度 把 人 的 主观 感觉 数量 
化 ,出 现 最 早 且 使 用 最 广泛 的 标 度 是 1 - 9 标 度 法 ,利用 此 构造 两 
两 比较 判断 矩阵 ,通过 人 们 的 两 两 比较 、 判 断 和 计算 ,对 决策 方案 
的 优 劣 进行 排序 ,考虑 到 人 们 对 复杂 问题 (事物 ) 判 断 的 模糊 性 , 提 
出 了 程度 分 析 和 综合 决策 理论 ,形成 了 模糊 AHP 方法 ,用 模糊 
AHP( 以 下 简 记 为 FAHP ) ,克服 了 在 AHP 方法 中 人 的 主观 判断 、 
选择 、 偏 好 对 结果 的 影响 ,使 决策 更 趋 于 合理 ,无 论 AHP 方法 还 
E F — AHP 方法 ,从 两 两 比较 判断 矩阵 中 求 出 权 向 量 是 两 种 决策 
方法 的 核心 问题 . 


1 F-AHP 方法 的 主要 步骤 及 理论 

1.1 F-AHP 法 的 主要 步骤 

F - AHP 方法 首先 是 建立 递 阶层 次 结构 模型 ,要 把 实际 问题 
分 解 为 若干 因素 ,然后 按 属 性 的 不 同 将 这 些 因素 分 成 若干 组 。 划 
分 递 阶层 结构 ,一 般 可 分 为 最 高 层 .中 间 层 和 最 低层 ,最 高 为 实现 
决策 目标 所 采取 的 措施 .政策 .准则 等 ,一 般 根据 问题 规模 大 小 和 


复杂 程度 ,分 为 准则 层 . 子 准 则 层 ,最 低层 次 也 称 为 方案 层 ,包括 为 
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阵 ,再 次 ,根据 模糊 判断 矩阵 求 出 权 向 量 , 最 后 达到 决策 目的 . 

1.2 模糊 综合 程度 值 的 计算 

设 X= 1zlza ,XTX | 是 一 对 象 集 ,U = lui, uy, u, | 是 一 
目标 集 , 则 第 i 个 对 象 满足 m 个 目标 要 求 的 程度 值 分 别 为 Mi, 
Meg ,Mai=1,2…,2) ,它们 均 为 三 角 模 糊 数 , 则 第 ;个 对 
象 满足 m 个 目标 的 综合 程度 值 为 : 


S, = > Mi: i [>X > Mi]! 
Fe i=l 7=1 


1.3 两 两 比较 标 度 的 表示 

利用 AHP 法 ,对 两 两 元 素 的 重要 性 程度 比较 进行 标 度 得 到 
模糊 判断 矩阵 A = (as )。x mw， 
其 中 : 


1.4 权重 向 量 的 计算 
文 [8j 介 绍 了 如 下 算法 。 
第 一 步 : 首 先 计算 两 模糊 数 M,2Z M, 的 可 能 性 程度 
V (M,>M,)= SUP min[ fm (Ce), fm (y) ] 
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当 存在 数 对 (z,y) ,使 z 宇 y, 且 fu (z) = fm,(y) 时 
V(M:ZM,ı)=1 
并 考虑 V (M.= M )=1("i HX 34) 
lı- u2 
(m= u) - (mi l) 


V (M, M.) =hgt (M, 1) Mo.) = 


第 二 步 : 考 虑 M 和 KK 个 三 角 模 糊 数 的 比较 

V (MMi, M25, M) = VI(M2Z M OTI(M2ZM,)4::: 
(M> M,)] 

=minV (MZ=M,),i=1,2," Ë 

第 三 步 : 设 d (Ai)= min V[S,2S,],ËE=1,2,- n kzi 

这 里 S, 表示 在 给 定 准则 下 ,同一 层次 每 个 元 素 同 所 有 元 素 相 
比较 的 综合 重要 程度 值 , A 表示 第 i 个 元 素 , 则 : 

权 向 量 为 W =(d' (A1), d (A3), d A,n)" 

归 一 化 后 得 :F - AHP 的 权重 向 量 为 

W=(d(A;,),d (A2), t,d (A„))T 

2 F-AHP 中 权 向 量 的 一 种 新 快速 算法 

权重 向 量 的 计算 问题 是 AHP 方法 的 核心 问题 ,下 面 给 出 一 
种 运算 量 小 ,易于 操作 的 新 快速 计算 方法 及 其 理论 . 

这 里 仍然 要 涉及 到 模糊 数 的 排序 问题 ,我 们 仍 采 用 例 1 的 方 
法 进行 . 

假设 求 出 对 象 集 X = {Xi,Xs,…,X, | 满足 目标 集 U = lu, 
uz, u | 要求 的 模糊 程度 值 为 ME ME;, ME (i=1,2,…,n， 
M$; 均 为 三 角 模 糊 数 ), 对 象 集 满足 目标 集 的 综合 程度 值 分 别 为 
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Si, S234, Sp HEP: 

S; = 》 Mh [XY Mh] 1 38938 ; 381838 m 个 目标 的 
综合 程度 值 ,那么 ,F — AHP 中 的 权 向 量 算法 如 下 : 

第 一 步 : 给 定 a( 决 策 者 的 优化 度 ) ,计算 

w!l= 14(S,) i=1,2,.,n; 

T4(S;) 为 三 角 模 糊 数 S, 的 总 积分 值 . 

第 二 步 : 得 权重 向 量 W = (wiw wa) 


归 一 化 后 权重 向 量 W = (w, ao w)", (w Si) 

3 实例 说 明 

三 峡 工 程 的 启动 引起 了 移民 建 房 . 筑 建 公路 等 工程 的 兴起 , 需 
要 大 量 的 建筑 材料 , 文 [8] 在 宜昌 地 区 调查 研究 ,根据 原 国内 贸易 
部 宜昌 市 物资 局 和 葛 州 坝 工程 局 领导 和 专家 的 意见 ,综合 在 两 个 
地 方 建立 建材 配送 方案 ,其 一 是 将 建材 配送 中 心 设 在 葛 州 坝 工程 
局 的 夜明珠 仓库 ;其 二 是 将 材料 配送 中 心 设 在 宜昌 市 物资 局 所 属 
的 储 运 仓库 ,要 求 两 个 方案 中 选 出 一 个 最 优 方案 。 

XERE F- AHP 方法 要 求 , 建 立 了 “宜昌 地 区 建材 连锁 经 
营 及 配送 系统 模式 优化 数学 模型 "( 见 文 [8]) ,根据 专家 咨询 表 提 
供 的 信息 进行 定量 计算 ,得 到 主 指标 加 权 平均 值 如 下 表 : 
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Weighted means of main indes 


C1 经 济 性 。 C 效益 性 Cs 中 心 选 址 Ce 引导 性 ”Cs 内 部 指标 


C E (Aa G(⁄41/341/2) Q(⁄5.1/3,1) (13,5) (1,5,9) 
CORRE 234 (1,1,1) BHD Q⁄81654/2) GSN 
G Pb 0359 (71513 (LD (1/5,1/3,1) (13,5) 
Cs 引导 性 (1/5,1/3,) (25,8) 035 (1,1,1) (13.5) 
Cs 内 部 指标 (1/9,1/5,1) (1/7,1/5,1/3) (51/34) (1⁄51/3,) (1,1,1) 
CME 23,5) (1,1,1) (1,5,9) (456) 035 
GERE (2,5,9) (1,1,1) (23,5) 257 (⁄3,1/2,) 


GHEE O 重要 性 
(1⁄4.1/3,1/2) (1/9,1/5,1/2) 
(1,1,1) (1,19 


(19,175,172) (1/5.1/3,1/2) 

(1/6,1/5,1/4) (1/7,1/5,1/3) 
(1/5.1/3,1) (123) 
(1,1,1) (89) 
(19.1/81/) QD) 


根据 前 面 公式 计算 得 : 


S,=(0.027,0.109,0.328),S,=(0.079,0.174,0.402) 


Ss= (0.026,0.086,0.259),S4 = (0.039,0.137,0.386) 


Ss= (0.020,0.047,0.156), S= (0.121,0.279,0.565) 


S;= (0.067,0.164,0.453) 


由 前 面 提 供 的 权重 向 量 的 计算 方法 , 取 a = 1( 即 取决 策 者 的 


优化 度 为 1) 很 快 算出 权 向 量 : 


W’ = (0.219,0.289,0.173,0.262,0.102,0.422,0.309)7, 


归 一 化 后 得 


W = (0.123,0.163,0.098,0.148,0.057,0.238,0.173)7 
itt R5 Xie p ET 48 Ci, C2, C3, C ,, Cs, Ce, C7 的 排序 向 量 
结果 完全 一 致 。 文 [8 中 算出 W = (0.13,0.17,0.10,0.15,0.03, 


0.24,0.18)7 
说 明 : 


下 上- AHP 方法 的 权重 向 量 计算 问题 是 十 分 重要 的 问题 ,目前 
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流行 的 算法 有 好 多 种 ,但 都 过 于 复杂 ,计算 量 相当 大 ,不 易 操作 ,再 
者 ,在 决策 过 程 中 ,由 于 决策 者 对 实际 问题 的 认识 程度 (优化 度 ) 不 
同 ,这 势必 会 对 决策 结果 产生 影响 ,这 里 所 给 的 方法 不 仅 从 理论 上 
解决 了 以 上 问题 ,更 为 重要 的 是 其 计算 量 非常 小 , 且 算 法 十 分 简 
单 ( 仅 为 数字 加 法 与 乘法 ), 是 一 种 更 为 科学 、 更 为 合理 的 简易 算 
ë. 
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第 三 章 ”模糊 复 集 与 模糊 
复数 . 复 模糊 集 与 复 模糊 数 


Š 3.1 模糊 复 集合 与 模糊 复数 


3.1.1 闭 复 区 间 数 及 其 运算 

定义 3.1.1 W C 为 复数 域 , 对 任意 闭 区 间 数 X=[X-， 
X'],Y=[Y ,Y*]E€1(R), 称 复 有 界 闭 集 

Z=X+iY= {z+iy€E C|x€ X,y€ Yj 为 闭 复 区 间 数 ,其 中 
i= =]. 

显然 , 闭 复 区 间 数 Z 定义 了 复 平面 C 上 的 一 个 和 矩形。 因此， 
复 有 界 闭 集 Z = X + ;Y 也 称 为 矩形 闭 复 区 间 数 。 用 I(C) 表 示 C 
上 闭 复 区 间 数 的 全 体 , 即 : 

I(C)=lZ=X+iY|X,Y€I(R)! 

定义 3.1.2 É] Z =X,+:;Y,,k=1,2 为 闭 复 区 间 数 , 则 

ZZ, ŠER XSEX, YIS Y, 

定义 3.1.3 设 * 是 复数 域 C 上 的 二 元 运算 ,对 于 VY Z, = X, 
+iY,=[X, ,X;]+i[Y; ,Y; 1€ I(C),k=1,2, (QEPE 
运算 定义 为 

Z, * ZA |=| 3 (z1,z2)€ ZI X Z2, z= zi * zl 
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定义 3.1.4 设 Z=X+iyETI(CC), 则 

(D Z*=X-iY=|z-iyl|zr€X,y€ Y! 

为 Z AA 8 PZ B] 31, 

(DEIZ) =(X2+ Y)? = {lrt y2)12|x> C€ X,y€ Yi 为 Z 
的 模 。 

定义 3.1.5 称 ” 个 有 序 闭 复 区 间 数 组 

Z=(2,2ZZ ,ZETICC),R=1,2,…,7 为 闭 复 区 间 
向 量 .用 I(C”) 表 示 C" 上 的 闭 复 区 间 向 量 的 全 体 , 即 

I(C)=|Z=(Zi, Z2, Z) Z EICC), k=1,2,.…,n| 

闭 复 区 间 向 量 的 包含 关系 是 通过 分 量 来 定义 的 , 即 设 

z) = (Z) ZD) e Z), 22) = (z) Z, , 207) €E I 
(C"), 车 ZVCZ% KHAR ZCZ ,k=1,2,…,n. 

如 果 点 向 量 mE Z, E fr o,€ Z,,k=1,2,: n 

定义 3.1.6 MÈ n? 个 元 素 均 为 闲 复 区 间 数 Z. EIC), i,j 
=1,2,.. n 

则 由 此 n? 个 元 素 构 成 的 nxn 阶 和 矩阵 


Zu Zoe … ZL 

Za Ze Lan 
Z= 

Za Za v Z,, 
PKA R P< B) EE B£ 


3.1.2 闭 凸 复数 集 与 闭 凸 模糊 复 集合 
定义 3.1.7 设 C 为 复数 域 ,映射 Z:C 一 [0,1] 称 为 模糊 复 
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RE. 

Z(z) 称 z 相对 于 模糊 复 集合 Z 的 隶属 程度 。 2Q(' ) 称 为 模糊 
复 集合 Z HRE AR. 

用 F(C) 表 示 C 上 的 模糊 复 集合 之 全 体 , 即 

F(C)=|Z|Z:C—[0,1]! 

定义 3.1.8 设 ZEF(C),Ye€(0,1],% 

(2Z), 人 2, 会 z=xz+iy€E C|Z(z)= Z(z + iy)Z2a] HRH 
复 集 Z 的 a 水 平复 集合 。 称 

(2Z), 会 Zo 会 {z=xz+iy€ C|Z(z)= Z(z + iy)2> a] IRW 
复 集 Z 的 强 a 水 平复 集合 。 

Zo=supp Z= |== z+ iy| Z(z)= Z(z + iy) >0]| HRA 


集合 Z 的 支 集 . 

定义 3.1.9 i R 是 实数 域 ,C 为 复数 域 ,X 与 Y 是 R 上 的 
止 集 ,ZSC ,并 且 

Z=lz+iyEClrEX,yEY| (A) 


则 称 Z 为 C 上 的 凸 集 . 
É ZSC, Z 为 C 上 的 闭 集 , 当 且 仅 当 
z, = r, + iy, € Z,n = 1,2, 
limz, = lim (z, + iyn) = z = z + 小 - = x+ iy € C 
(A4) 
C 上 满足 上 式 ( 和 全) (人 全) 式 的 复 集合 Z 称 为 闭 凸 复数 集 
定理 3.1.1 É C 为 复数 域 ,ZESC, 且 Z 有 界 , 则 Z ÆA 


复数 集 的 充 要 条 件 是 :Z 是 闭 复 区 间 数 
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定义 3.1.10 ZEF(C) 称 为 C 上 的 凸 模糊 复 集 
当 且 仅 当 Ya€ (0,1],Z。 ÆC 上 的 凸 复数 集 ; 

Z 称 为 C 上 的 闭 模糊 复 集 , 当 且 仅 当 

Va€(0,1],Z, 是 C 上 的 闭 复 集 ; 

如 果 Z€ F(C),supp Z 有 和 界 或 VaE (0,1],2Z。 有 界 , 则 称 Z 
为 闭 凸 模糊 复 集 当 且 仅 当 

VaE(0,1],2。 是 闭 复 区 间 数 (约定 空 集 必 为 C 上 的 闭 复 区 
间 数 ). 

3.1.2 模糊 复数 ( Fuzzy complex numbers ) 

(一 ) 模 糊 复数 的 一 般 概念 

我 们 沿 顺 模糊 数 的 一 般 概念 ,下 面 先 给 出 模糊 复数 的 一 般 概 


定义 3.1.11 设 ZEF(C),Z 称 为 正规 模糊 复 集 当 且 仅 当 

lz€ C|Z(z)=11⁄⁄2 

定义 3.1.12 设 ZEF(C), 如 果 supp Z 为 有 界 复 数 集 , 则 
称 Z 为 有 限 模 糊 复 集 ; 如 果 对 YaE (0,1] 

Z, 为 有 界 复数 集 , 则 称 Z 为 有 界 模糊 复 集 。 有 限 模糊 复 集 
和 有 界 模糊 复 集 统称 为 有 界 模糊 复 集 。 

定义 3.1.13 复数 域 C 上 的 正规 凸 模糊 复 集 称 为 模糊 复数 ; 
正规 闭 凸 模糊 复 集 称 闭 模 糊 复数 ;正规 有 界 闭 上 四 模糊 复 集 称 为 有 
界 闭 模糊 复数 。 

由 于 有 界 闭 模糊 复数 的 a 水 平复 集 是 闭 复 区 间 数 ,因而 其 运 
算 较 为 方便 。 下 面 先 介绍 一 下 有 界 闭 模糊 复数 的 简单 性 质 及 基本 
运算 。 
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用 Fo(C) 表 示 C 上 有 界 闭 模糊 复数 之 全 体 , 即 

Fo(CC)=1212 为 C 上 的 有 界 闭 模糊 复数 | 

定理 3.1.2 ij f: C—C, (zi, z2 Zr) > fÈ z1 z2, 
z,)= w 为 连续 复 函 数 。 如 果 序 列 |Zf) =X +i yf], [Zm 
=X iY O), e, |Z) = X) + iY m] ,m=1,2,…，, 满足 

IY m, Z = X m) + iY) ,k=1,2,…,n 是 C 上 的 有 界 
闭 复数 集 , 且 

Zi) = XZ = Xp p ¿Yt WJ f R. 
有 上 连续 性 , 即 

limf(ZI9,Z9 Z) = {lim ZI, lim Z) 

= {CLim XI™ + i lim Yy ... „lim x™) +i lim Y) 

定理 3.1.3 É w=flziz sz) n PFE 8 58 8 , Z, 
€ F(C), 上 -1,2,…,n 为 有 界 闭 模糊 复数 , 则 

SCZ Zast, Za)a 5 ZaE(0,1 

定理 3.1.4 设 Zi, ZC Fo(C) 为 任意 有 界 闭 模糊 复数 , 则 
对 VaE(0,1], 有 

(Zi Z3), = Z... £ Z2,0 

(Zi: Zo)a = Zia" 22,0 

(Z1/22) = Zi a 22,0 

(k Zi)a=k Zia k € R 

以 上 内 容 详 兄 文 献 001 有 关 章 节 

(二 ) 模 糊 复数 的 分 析 定 义 及 运算 性 质 


下 面 给 出 模糊 复数 更 深刻 定义 。 
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1. 模 糊 复数 的 分 析 定 义 及 其 运算 

设 z=x+iy,w=x+iy 为 两 普通 复数 ,C 为 普通 复数 集 . 

模糊 复数 Z 是 用 C 到 区 间 [0,1] 上 的 映射 来 定义 ,其 隶属 函 
数 记 为 +(z|2). 

Z 的 a 截 集 记 为 Zr Bl 

Z= |zl|a(z]Z)2>a1),0<a<1, 
特别 Z'= |z|p(xzi2Z)=11 为 2Z 的 核 . 

Z 的 支 集 记 为 supp(Z), 即 

Z°=supp(Z)= |z] #(z|Z)>0}. 

定义 3.1.14 2 为 模糊 复数 当 且 仅 当 

(1)p(z12) 是 连续 的 . 

(2)2"(0 委 cc<1) 是 开 的 有 界 的 ,连通 且 单 连通 . 

(3)Z 是 非 空 紧 集 , 孤 连 通 且 单 连通 . 

以 下 简称 Z 为 下 复数 ,用 C 记 下 复数 集 . 

关于 下 复数 的 表示 , 文 '5! 中 提出 如 下 表示 法 . 

设 X, Y 分 别 是 用 隶属 函数 (x1X) 和 p(y1Y) 定 义 的 模糊 
实数 ,其 中 z= z+ iy 为 普通 复数 , 则 Z= X + iY 是 一 模糊 复数 ， 
ERE RAAH 


p(z | Z) = min(a(z | X) u(y | Y)), 


并 称 此 类 下 复数 为 直角 (或 矩形 )F 复数 
关于 下 复数 的 指数 形式 有 如 下 表示 : 
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设 R2Z0 是 模糊 实数 ( 即 非 负 模糊 数 ),9 为 另 一 模糊 实数 , 且 
supp(0) 的 直径 小 于 2x, 则 Z= Rezb (i 0) 是 一 F 复数 ,其 隶属 
函数 为 


ulzi Z) = min( (r | R) a0 | 0)), 


其 中 z = re” 为 普通 复数 . 
基于 定义 3.1.14, 下 面 根据 扩张 原理 给 出 模糊 复数 的 运算 : 
设 f(z1,z2)=w 是 CxC 到 C 上 任 一 映射 ,由 扩张 原理 将 其 
推广 到 :CxC 到 C 的 映射 


f{Z1,22) = W. 


Zi Z, W 328 F 3 8 ERARA 
plwl W)= suplr(zi,z2)| f(z1, 22)= wl), 
zz1,22) = min {p(xi|21), p(x2122)1. 
因此 ,下 复数 的 四 则 运算 用 如 下 方式 定义 : 

依 f(z1,z2)= z t zz 来 定义 W = Z +Z, 
f(z1,z2)= zi'z2 来 定义 W = Zi Z, 
-Z a(z| - Z)= (= z| Z)383 3 , AT 
2 Z +(- Z). 
ZH a(z|Z ')= (z '|2Z) 来 定义 ,从 而 
Z1/Zz = Zi Zz "(除法 要 求 0€ supp (22)). 
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根据 上 面 运算 ,模糊 复数 运算 具有 下 列 几 个 性 质 : 
为 了 方便 起 见 , 记 以 上 定义 的 下 复数 的 四 则 运算 为 {+ ,一 ， 
.. 1, f 
定理 3.1.5 Ë Zi Z 为 两 下 复数 ,x* E+, 一 ,*, 二 |, 则 
YaE(0,1], 有 


(Z, * 2Z2)° = ZI * Z5. 


根据 文献 5 中 定理 1, 引 理 1 ,定理 2 及 分 解 定理 知 此 定理 显 


然 成 立 ,证 略 . 
定理 3.1.6 (F 复数 关于 四 则 运算 的 封闭 性 ) 
设 Zi ,2Z2 为 两 下 复数 ,* € {+ ,一 ,二 | , 则 Z * Z, 仍 为 


F 复数 ( 当 * 取 除法 运算 时 ,0E supp(2Z2)). 
根据 定理 3.1.5 及 分 解 定理 可 直接 证 明 此 定理 ,证 略 . 
定理 3.1.7 (运算 律 ) 设 Zi,2,23 为 三 个 下 复数 , 则 
(1)( 加 法 交换 律 ) Zi+ Z2= Zz2+ Zi， 
(乘法 交换 律 ) 。 Zi2,= 222 
(2)( 加 法 结合 律 ) (2Z1+ 22)+ 2Z3= Zi+ (2Z2+ 23)， 
(乘法 结合 律 ) (222) Z= Zi (Zr Za) 
一 般 而 言 ,Z1* (22+ 2Z3) 隆 2Z1* 2Z2+ Zi: Z. (AAA) 
证 明 : 由 定理 3.1.5 即 得 
(Z+ Zt = Z+ =+ Z= (Z; + ZO“ 
再 根据 分 解 定 理 得 (1) 的 第 一 式 成 立 ,其 它 式 证 法 类 似 , 这 里 
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从 略 。 证 毕 。 


关于 (信人 入 ) 式 ,由 前 面 下 复数 概念 知 ,下 复数 可 用 下 实数 


表示 ,而 对 于 一 般 的 下 实数 有 类 似 于 (全 全 全) 式 ( 详 见 文献 [231. 
P129 -131), 故 对 于 一 般 的 下 复数 有 (公公 公 ) 式 . 


定理 3.1.8 设 Zi ,2: 为 两 下 复数 ,> Elt,- +], 
W=Z * Z, w, € WI,w — u (n—oo). 


uCw, i W) AC[0,1],(n—), 


M) ¿(e W)22( x WRA ZRN 0E supp(Z,)). 
证 朋 W= 2Z1* Z. 
Ve>0,3 z€ ZI,z2s € Z2,Ë z), * zan = w,( 这 里 x 表示 
普通 复数 的 四 则 运算 ). 


由 隶属 函数 o 的 定义 及 上 确 界定 义 有 
Kw W)>rl zini zn) > p(w W)-e. 
由 于 对 所 有 zins zon E wn 属于 紧 集 ,因此 可 选择 其 子 列 


Zin, 2n, ? Wn, ,使 Zin ZI $ Z2n 7z? u 


wr u (k—= oo) 

其 中 Z í * z çO. 

由 于 p(w, | W)>A (n=), B x 的 连续 性 , 故 有 
A 之 x(zi,z2)>A—e. 


由 £ 的 任意 性 可 知 ， x(z1,22)=A. 
从 而 uCwl W)= suplm(zi,z2)| zi * z2 = w] 
rlz z) =À. 证 毕 


2. 模 糊 复 数 的 表现 形式 及 相关 运算 性 质 
=I 


下 面 就 模糊 复数 的 表示 形式 分 类 讨论 其 概念 及 运算 
(1) 和 矩形 模糊 复数 及 性 质 
定义 3.1.15 设 X,Y 是 两 Fuzzy 实数 ,其 隶属 函数 分 别 为 


pCi X) uyl Y), ÄP zr,yER,z=z+iyEcC (u 详 见 
XO), M Z= X+ iY 是 一 Fuzzy 复数 (i? = - 1) ,其 隶属 函数 为 : 
pz12)= min(ulzl X), p(y Y)) 

称 Z= X + ¿Y EBE Fuzzy 复数 。 
矩形 Fuzzy 复数 的 几 个 性 质 。 
定理 3.1.9 对 于 0 委 c 委 1, 有 Ze 二 Xe x Y° 
证 明 :四 设 0 委 c<1， 
# z€ Z°, min(a(z|X),#(ylY))2>a 
Br, (z|X)2a,a(ylY)>a 
从 而 (z,y)EXexYy*, 则 min(p(z|X) ,p(y Y)) >a 
故 wzlZ)>a, 即 >EZ” (z= r+ iy) 
DH a = 1 FF 
#(z,y)€ Xx Y, WX F z= x+ iy H = (z]Z)=1,Br PA 
z€ Z' 
反之 , 若 z€ 2Z1, 则 了 rz,yER, 使 得 == 工 +zy, 且 有 


AZ1X) = yly|l Y)=1 


所 以 (x ,y)EX!'Xx Y'. 证 毕 . 
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这 表明 Z 的 a 截 集 是 矩形 的 , 正 是 Z 被 称 为 矩形 Fuzzy 复数 的 原 
因 。 
定理 3.1.10 OZH Z "认为 仍 是 一 Fuzzy 复数 。 其 隶属 函 
数 定义 为 :pz(z1Z")=p(z12), 其 中 z=x-iy 是 z=z+iy 的 
共 轿 复数 , 则 
Z'=X+i(- Y); i= -1 
@#Z =X; +iYjj=1,2, WA 
Zt (XE X9) + iCY, £ Yo) 
@(Z: tZ)" = (Xt X°) + i(Yi° + Y3"), 0Sa<1 
@Z 的 模 定义 为 :py(r112Z1)= supfy(z12Z)l|lzl=r|, 其 中 + 是 z 
的 模 , 则 
|Z|s=((X°2+ (Y22)2 05 <1 
证 明 :@Z ”=X+i(-Y) 是 显然 的 。 
四 我 们 仅 讨 论 和 的 情况 。 

Ë W=Z +Z, WA 

Col W)= suplr(zi,z2)| zit z2= o] 
其 中 z(zu,z2) = min [py(z1|Z1) ulz2lZ2)}, zi, za € C 
定义 P(ziyzzyyiyyz) = minj ulz; | Xi) e O | Y), = 1,2} 
其 中 z,,z,,yi y2C R,zi= zi f iyi, z>= r> + ¿y € C 

MJ P'(z1i,z2,3i6y2)= mz(zi,z2) 
$ X=X,+X,,Y= Y1+ YWA: 

(zi X)=supia(zi z)lrit za = zl 
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(y| Y)= suplm(yi y) yit y= y| 
其 中 x(Z1yz2) = 和 加 |1ACZI Xi) u(zx2|X2)1 
(32132) = minty (yi| Yi) u2] Y2) 
# Z=X+iY, W] (zl Z)=minļø(x|X), u(yl Y) 
其 中 zx=z+iyEC 
(a) 下 面 先 讨论 lol WS elol Z) E 
设 w=zrtiy, zi T z2= z,yity2= y, 
D(zi,z2,yiy2)Sminlzm(zríi,z,2),m(yi,y2)1 
可 知 了 (ziz2, yt) Emin{p(rx|X), u(y|Y)) 
所 以 有 :Ty(w|Z) 
B ulol W)S<u(o |Z) 
(5) 假 设 ¿(e l|Z)<z(el W) 
W w=z+iy, 对 Ye>0 dri ,yi ,i=1,2 
使 得 r(zr zz )>pu(r|X)-e 
zly y: )>ulylY)-e 
则 有 Pler zz syty? )>plwlZ)-e 
Bp ulol W)>plwlZ)-e 
H e 的 任意 性 知 :wx(w| W)22 u (o | Z) 
HAEC) (2) 证 明 可 知 (e | W)= (o | Z) , BORY 
图 由 定理 3.1.9 知 Z° = X° x Y° 
由 Fuzzy 复数 的 加 法 性 质 可 得 
(Z, + Z, )= (Z, t Z2)" ,0<o<l 
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定理 3.1.9 


BCZ E Za) = Ze t Z Alx E X.) + i(Y t 
Y°) 
x @ 我 们 容易 看 到 
|Z|*=1Z°|=1(z2+2)2|z€ X", yE Y°] 
mO atyre Xt, yE Y= (CX) + (Y°)? 
HORHE. 。 证 毕 . 
由 于 (Zi Z)" 不 一 定 是 矩形 的 ,所 以 我 们 不 能 把 这 些 结论 运 


用 于 矩形 Fuzzy 复数 的 乘法 运算 ,因此 , 式 子 
“Ze Z= (XX: - Y, Ya) + (X; XiY + X: Y” MR Bro 

(其 中 ， Zi= XitiYiZ = X: t i Yo) 
因为 右边 是 一 个 矩形 Fuzzy 复数 ,而 Z122 的 a 截 集 包含 于 (XIX2 
- YY) + (Xi Yo + XY1) 的 a 截 集 之 中 。 

(2)38EJÉ Fuzzy 复数 的 Hamacher 和 

定义 3.1.16 Ë A.B 为 两 Fuzzy 实数 ,之 0 为 实数 , 则 它 
们 的 Hamacher 和 (简写 为 Hr 和 ) 定 义 为 : 

(AÐB)(1)= supHr(A(z),B(y)),z.y.t€ R. 


其 中 Hr(u,s)= TC Cr o uy u e€ [0.1]. 
引 理 设 A=(a,a),B= (5,a) 为 对 称 三 角 Fuzzy 实数 ,r 
=0 为 实数 , 则 
supp( ADB)= supp A + supp B = 
[a-a,a+ta]+[b-a,b+ta]= 
s< a e 


[a+b-2a,a t b+2a]. 

证 明 见 文献 1 

矩形 Fuzzy 复数 的 Hamacher 和 

设 Aj, B (j = 1,2)28 Fuzzy 实数 ,其 隶属 函数 分 别 为 A, 
(zx),B;(y;), 则 Z =A; tiB(ji=1,2,7= 一 1) 为 矩形 Fuzzy 8 
数 ,其 隶属 函数 记 为 Z (z). HEP Z (z) = min(Aj(z;),B;(y;))， 
z = rtiy Ti y € R, = -1. 

定义 3.1.17 Z, 5 Z; 的 Hamacher ARH ZDZ, RRE 
函数 为 


(Z @Z)(z) = sup Hr(Zı(z1),Z3(22)). 


其 中 Hr Æ Hamacher 算 子 . 

下 面具 体 就 A; ,Bi 为 对 称 三 角 Fuzzy 实数 情况 下 矩形 Fuzzy 
复数 2 = A, + i B, ËJ Hamacher 和 进行 研究 ,得 到 结果 ; 

定理 3.1.11 BA; =(aj,a), B = (b ,a), $ 0Sr<2,Z; = 
AtiBj,j=1,2,i = -1.0 Z, 5 Z; BJ Hamacher MZZ, 
具有 下 列 隶 属 函 数 : 
(Z1D22)(z)= 


1+(r— páa zly ase- p( B '|B- y| <2a 


min 


0 > 其 它 
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Hrih,A=a +a B= bt bz, z = m t iy z= z +iy,zj, 
y TYER,i= -1.j=1,2. 
证 明 H EJE Fuzzy 复数 的 定义 及 运算 性 质 ,根据 引 理 有 : 
(Zi 中 Z2)(z) = min|(A,Q@A.)(z),(B,B;)(y)] ， 
BJrBE.A=a tas B= bi +tb,,z = x+ iy. 
当 |A - z|[ <2a ,时 
(A,@A;) (z) = 
Alx) AC z2) 
BPO OCAY(z Ala) AA) 
X] B- y|<2a, 
(Bi 四 B:)(>)= 
Bı (y1) B;( yx) 
niort 0- r) (B,(yO + Bx(y2) -B 01) B,(y>)) 
HEID F(A,G@A2.)(z)=0,(B,@B;) (y) = 0. 
下 面 就 上 面 第 一 式 进 行 计算 , 另 一 式 与 此 相仿. 
据 Fuzzy 数 的 分 解 规则 , 当 A -2a<x<A 时 ,第 一 式 的 计 


算 问 题 等 价 于 求 下 列 数 学 模型 的 最 优 值 : 
p(x1)= 
a= a5 rtr 
(1 = J: 2 z 1 
r+(1- 11 CT Q2 一 工 十 Zi (1 aa); aq. a 
—mxa 


这 里 ajar Kaa — a< x - z <a>. 
应 用 Lagrange 乘 数 法 对 上 模型 进行 求解 ,找到 最 优 值 为 
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A- 2 
5 mpna acate 
1+(r-1) “> 


A=) 
2a ->21 Az A 


A=) 2 
2a 


1- 
此 处 导数 为 0. 事实 上 ,由 于 
1+(r- | 


-2a<rz<A 及 [za -azt z) )<0. 所 以 p 在 单独 稳定 点 
L(a,- az + z) 处 取得 条 件 极 值 ， 


当 A< xr<A +2a 时 ,前 面 第 一 式 计算 问题 等 价 于 求解 下 列 
数学 模型 的 最 优 值 : 


r+(1-r) 


1- 王 -+1 工 一 ZI 一 Q2 i s) =&J 


—mxa 
这 里 aSr Sa ta, a; r - zr Sata. 


同样 地 我 们 可 得 到 上 面 模型 的 最 优 值 为 


_ z AMV 
= z;， 其 惟一 解 zi= 半 (ai - az- z), 此 处 导数 为 
1+(r-D[ > ) 
0. 
由 以 上 证 明 可 得 
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(二 ? 


Za 
， lA- z|<2a 
(AiBA2)(1)=31+ (7 (Ay 
0 „RERI 
同 理 可 得 
IB- y| yY 
和 
| a ) ;， |B-y|<2a 
(BBB2)(y)= CR 
0 ,其 它 
从 而 证 明了 
(ZıÐZ:)(z)= 


min 


Moo 


1+ (7-1) (Pe o(a '14- z|<2a 


0 ,其 它 
(3) 极 模型 模糊 复数 (z= re”) 
设 R20 和 6 是 两 个 不 相等 的 模糊 实数 ,并 supp(6) 的 直径 
<2r, 所 以 Z= Rexp(i0) 是 一 个 模糊 复数 ,其 隶属 函数 为 : 
4(z|2)= min(p(r|R), (010)) 


其 中 z= re” 
定理 3.1.12 Z= Rerpli 02) ,0<<a<1 
证 明 : 


先 建立 集合 1re*| rE ,9E 名 | 使 得 
R%*ez=p(i 02)= |re?| r€ R° ,0€ @ | 
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DH 0<a <1 
如 果 zEPZB, 则 min(a(r|R),e(0|0))>a 
u(riR)>a,u(010)>a 
2. (r,0)€ lre l rER, 0E 0) 
反之 ,车 (+,9)€ lre*|r€ER,0€F| 
则 min(pu(r|R),u(0910))>a 
“pu(z|Z)>a 
即 z€ Z° ,Jtrh Z= Re? 
@ 当 au=1l 
如 果 (r,b)E {re*|r€ER!,9E011, 则 对 z = re* 有 


z€ Z! 


反之 , 若 z€ Z' ,那么 3r,6 使 得 
z=re”, H u(r|R)= #(0|0)=1 
c (r,0)E€ lrei rER!,0E8') 
即 此 定理 得 证 。 
定理 3.1.13 
QE Z = Rerpli 0,),j=1,2 WA 
(a)Z,Z,= R,R;.ez=p(i[0 + 0,]); 
(b)|Z,Z,]= RiR,; 
(c)Z,/Z,= RiR;'ez=p(i[0, -— 0,]); 
©Z* = Rez=p(i[ — 0]); 
[ 注 :Z* 是 Zka, JEE X 8 
pu(z|Z*)=p(z|2) 
其 中 z= re ”是 z= re BJ 3Ë $ü | 
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n (z|Z) 


@Il|Z| =R; 

[ 注 :|Z| 是 Z 的 模 , 其 定义 为 jy(r112Z1)= supfp(z12Z)11Z 
=r], AF r Ær 的 模 ] 

@Z !=R 'exrp(il-8]); 

[ 注 :Z-! 是 Z 的 倒数 ,其 定义 为 jy(z12 = (z 1l|Z)] 

@(Z,Z;)“ = Ri Riezp GLA + 62]) 

其 中 0<a=<1 

证 明 : 

© 

(a) 式 显然 成 立 , 略 。 

(5) 式 :我 们 先 证 @ 式 ,再 证 (65) 式 ， 

` a (r|1|Z])=supla(z|z)|1Z]= 1 

a(z|Z)= minla(r|R),a(01]0)] 

所 有 的 模糊 实数 和 模糊 复数 都 是 规范 的 ,所 以 可 选取 0 ,使 w 
(910)=1, 从 而 有 pCr1|2Z1)= py(r1R) 

“|Z|=RR, 即 @ 式 成 立 。 

… 由 @(a) 式 有 Z,Z,= RiR2erp(i[01+ 0,]) 

由 完备 性 可 设 Z=Z,Z,,R= R IR,,0= 0, + Z: 

上 式 变 为 Z= Rez=p(i 0); 

由 @ 式 有 |Z|=R 

…1Z122| = RiR, MORE. 

(c) 式 :我 们 先 证 四 式 ,再 证 @(c) 式 : 

`a (z|Z l)= (= llZ) 

H #(z]|Z)= min(a(r|R),g(0]0)) 
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ulz 1|Z)= min(y(r l|R),zg(0"1]0)) 
M == re,z !=r levi Z= Rexpli ð) 
2. Z =R 1erp[li( 一 9)], 即 @ 式 成 立 。 
HOla) RI Z, Za = R Rz ez=p(i[0, + 0,]); 
设 Z+ = Z; != Ry lexp(il ~ 0,]) 
代入 上 式 得 : 

Z,Z;!= RiRz! exp(il01 ~ 0,]) 

即 吕 (c) 式 得 证 

OR: 

“pl(z12")= 4(z|2) 

Z= ve ,z= re” 

(这 里 = 为 z HAHAA) 

<. Z* = Rerb(i[ — 0]) 


即 @ 式 成 立 

OÑ: 

由 @(c) 得 Z12,= R)R,exp(il0) + 0,]) 
W Z=ZZ,,R= R ,R;,0=0,+80,, 


则 上 式 变 为 Z= Rezp(i6), 再 由 定理 3.1.12 #8 Z° = R“ezp 
GE); 

X. Ri R 均 为 模糊 实数 

“. Re = (R R,)° = Rz Rš 

由 加 法 性 质 有 , 当 0<a<1 时 

0° = (0, + 0,)° =A + 05 

<. (Z, Z2)" = Ri Ryexp(i[F + 61) ,0<ça<1 

. 124 - 


WORRY. 证 毕 . 
这 些 结论 不 能 运用 于 只 有 “Z = re*” 形 式 的 模糊 复数 的 加 , 减 
法 运算 中 。 


53.2 复 模糊 集 与 复 模 糊 数 


本 节 3.2.1 一 3.2.7( 二 ) 详 细 内 容 参 见 文献 (1 中 ,3.2.7( 三 )、 
(四 ) 详 细 内 容 参 见 文献 (71. 

3.2.1 复 模糊 集合 及 其 运算 

定义 3.2.1 设 R 为 实数 域 ,C 是 复数 域 , 对 于 YX,YE 下 
(R), EK Z=X +i Y 为 复 模糊 集合 ,简称 复 下 集 。 

对 于 Vz=z+iyEC, 称 

Z(z)=(X+iY)(z=+iy)=X(zr)A Y(y)3 z= z+ iy M 
对 于 复 模糊 集合 Z= X+i Y 的 隶属 程度 。 

Z0D)=X(C)AY(') 

称 为 复 模糊 集 Z = X + i Y 的 隶属 函数 。 用 C (CC) 表 示 C 
上 的 复 模糊 集合 之 全 体 , 即 

C'(C)=1Z=X+iY|X,YC€F(R)| 

定义 3.2.2 W Z= XitiYi,Z,= Xy + i Y €C" (C), $ 

Z, 包含 Z2 , 记 为 Z; 过 2: , 当 且 仅 当 对 Y <= x+ iy€ C, EA 

X (z=)2X,(z),Y (y)Z Y;(y) 

称 Z 与 Z, 相等 , 记 为 Z1 = Z, SHANA V z = z + iy € 


C , 恒 有 
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Xi(z)= Xlr), Yio) = Y>(s) 

称 Z 真 包含 Z2, 记 为 ZDZ, SERA V z = z+ yC C, 
恒 有 

Xi(z) 之 Xz(z) ,并 Y (y)2 Y;(y), B 3 zç = zo t iyo€ C, 
使 Xi(zo)>>X2z(zo) 且 Yi lyo) > Yo(yo). 

EX 3.2.3 W Zı=X,+iYı, Z= X+ i Y €C"(C),Z,, 
Z, 的 交 、 并 运算 门 ,U 定 义 为 :对 Vz=z+iy€C， 

(ANADAN Xa) (zx) A( Y, (1 Yay) 

=(X,(z)AX,(z))A(Y,(y)A Y;(y)) 

(Z,.UZ,)(z)&(X,UX;)(z=)A (Y, U Y;)(y) 

=(X((z)VX,(z=))A(Yi(y)V Y;(y)) 

HIZ, =X,+iY,r€Tl<c'(C),N S 5383 S HERZ 
与 无 限 并 运算 定义 为 :对 VYz=z+iyEC， 

(AZDAN DEDA Y Y,(y) 

=(AX,(z=))A( AY,(>)) 
(UZADA UX, (z )ACUY,)(>) 
=(VX,(z))A( V Y,(y)) 

8&,Z2,0Z,Z,UZ, QZ UZ ECO. 

定义 3.2.4 设 Z=X+iYEC(C), 称 

(Z), AZ, = (X+i Y) A X, + iY, 

=[|z==zx+iylz€X,,y€ Y. 
为 复 模糊 集合 Z 的 a 水 平复 集 。 其 中 X, 和 Y, 分 别 为 模糊 集 X 
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和 YY 的 a 水 平 集 。 称 

(Z) AZ, = (X + í Y), AX, + š Y, 

={z=zx+ iy|z€ X, yE Y,]| 

为 复 模糊 集合 Z 的 强 a 水 平复 集 。 其 中 X,, Y, 分 别 为 模糊 集合 
X 和 Y 的 强 a 水 平 集 。 称 

Zo= supp Z = supp(X+iY)Asupp X + i supp Y 

= [z= x+ iy| z€ supp X, yE supp Yi 

为 复 模糊 集合 Z 的 支 复 集 。 其 中 supp X, supp Y 分 别 是 模糊 集 
X,Y 的 支 集 。 

定理 3.2.1 设 Z=Xi+iyi2Zz=Xz+iycC(C), 则 
a 水 平复 集 和 强 a 水 平复 集 有 如 下 性 质 : 

(Zi N Za)a = Z... N Z2,a 

(Zi U Z2)a = Zi, a U Z,,, 
(2)(Z, UZ), = Z,,., U Z2,a 
(ZN Za)a = Z,,, N Z2,a 

定理 3.2.2 MÆIZ, =X, +i Y, ,rErISC(C), I 

(1)( UZ,),Ə U Zra 

(2) 1Z,), = Q Zra 

人 

(WME)E QZ 

注意 (1)(4) 不 能 换 为 等 式 。 

定理 3.2.3 RZ=5X+iYEC(C), la rE r}S[0,1], 

` 127 > 


则 
(Z, = DZ, =( Y X,)+ (Y Y, ) 
FEP + r€ r r rr d 
Z= UZ, =(UX,)+i( UY.) 
(ZS nZ, =( X, )+;( DY Y. ) 
. rET v r€ET = r€ET = 
Z,= UZ, =( UX, )+ ¿(U Y, ) 
其 中 a= Va,, A= Aa, 
rer rEr 
定理 3.2.4 如 果 Z=X+iyEC (CC), 则 
(DZ = Q Z, 
(2)Z,= U Z, 
3.2.2 复 模糊 集合 的 分 解 定理 
定义 3.2.5 E ac[0,1],Z=X+ Y€ CF(C),a 与 Z 的 
数 积 定义 为 :对 Vz=z+zyEC 
(a Z)(z)A(ah X(z))A (a A Y(y)) 
定理 3.2.5 ( 复 模糊 集合 分 解 定 理工 ) 如 果 
Z=X+iY€cC'(C),MJ 
(1)Z= U aZ, = U e (X, + š Ya) 


e€ [0,1] 


A U aXti U aY, 
a ,1] a€{0,1] 


(2)Z= U aZ= U a(X,+iY,) 
~ . a€ [0,1) . . 


a€[0,1) 


Á U aX. ti U aY, 
. a€[0,1) s 


aeE[0,1) 
(3) 如 果 Q 为 [0,1] 中 的 有 理 点 集 , 则 
Z= UaZ,= U aZ, 
~ aQ eQ “ 


定理 3.2.6 W Z,=Xi+iYi,Z=X;+ i YC CF(C), 则 
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(1)Zi 导 Zs 当 且 仅 当 Z... Z... a C[0,1] 
或 者 Zi aZ aa E€[0,1) RE Zi SZ; a € Q 

(Z= 2Z2 当 上 且 仅 当 Zi.= Z aC [0,18 Zia = Zza 
aeE[0,1) 或 者 Zi = Z, acEQ 

定理 3.2.7 《分 解 定理 贡 ) 设 Z= X+i Y€ C'(C),— 

H:[0,1]>P(C),a>H(a), ÑE: 

Za = X, + í Y,S-H(a)Z, = X, + iY, , WJ 

(1)Z= U Hla) 

(2)ai<a;=>H(a i) H(a;) 

(3)Z¿,= O H(A),aE (0,1] 

(4)Z,= YHA), a € [0,1) 

3.2.3 复 模糊 集合 的 表现 定理 

定义 3.2.6 É C 为 复数 域 。 令 

H:[0,1] >P(C),a—H(a)= Hi(a) + ;H;(a) 
满足 a <a;,;=>H(a)í) = H, (ai) + iH,(a1) 

ƏH(a;)= H, (a2) + iH,(a,) 

称 互 为 C 上 的 一 个 复 集合 套 。 用 C" (C ) 表 示人 全体 复 集合 
套 。 

定义 3.2.7 设 Hi= Hu +t iHn, H= H, + iH ECC), 
EXZAU, NWTF: 

(HiU H;)(a)A(HiU Ha)la)+i (Ha UHz)la) 

= Hii(a)U Hyi(a) +i (Hi(a)U H>(a)) 
(CHiN H2) a )A(H ua N Ha)(a) + i(H N H.) (a) 
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= Hu(a)f H. (a) +i(Hy(a)f) H. (a )) 
IH, = H+ iH,s,rETISC*(C), 定 义 复 集合 套 的 无 限 
并 与 交 运 算 如 下 : 
(UH, )Ca)a( YHn) (a)+ ¿(UH,)(a)= UH, (a) ti 
(UH,,(a)). 
(QH, Xa) a( Q Hn) Ca) + i( QH) Ca) = (IH, (a) t š 
Qala. 
分 解 定理 进一步 揭示 了 复 模糊 集合 的 表现 问题 ,说 明 复 集合 
Z 可 由 复 集合 套 日 (Z 守 H(a) 己 2。) 来 表示 , 反 过 来 有 一 个 问题 
是 :是 否 每 个 复 集合 套 均 可 表示 一 个 复 模糊 集合 ? 下 面 结论 给 予 
了 肯定 回答 。 
定理 3.2.8 ( 复 模糊 集合 的 表现 定理 ) $ 
T:C*“(C)—>CF(C) 
H>T(H)A Ü Hla) 
A U aB la) + iC NW eH>(a)) 
AT(Hı)+i T(H.), 
则 工 是 C*(C) 到 Cf(C) 上 的 满 射 , 且 
T(H),EH(a) ET(H), ,a C [0,1] 
T(H).= NH(A),a€E (0,1] 
T(H)a= ỌH(A),a€[0,1) 
3.2.4 复 模糊 集合 的 扩张 原理 
扩张 原理 是 模糊 集合 理论 的 基本 定理 , 它 将 一 个 复 集合 U 到 
复 集合 V 的 映射 f 扩展 为 一 个 C"(C) 到 CF(V) 的 映照 。 
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设 有 映照 : 

f:UEC>VEC 

复 集合 D=D +iD,CU,E=EƏ+ iE,CS V,Ë h Di, D2, 
EL, EE F(R), 对 于 Vz=x+iy€D, 将 f 表示 为 : 

fz)=u(zr,y)+iv(r,y), rE Di,yE Di, 其 中 ,u,v 是 区 
域 D x D, 到 R 的 二 元 实 函 数 。 

经 典 扩展 原理 :了 可 诱导 出 

f:P(U)>P(V) 

D>/(D)={w=ut+iv| jz=zx+iy€E D,w= f(z)| 


=|(u,o)| rEDI,yED,u=u(r,y),v=v 
(zx,y)| 


f 1:P(V)>P(U), 
E—f !(E)=|z==x+iyl|f(z)€ E| 
=|(z,y)lu(z,y)€ E, ,o(z,y)€ E, 
称 f(DD) 为 D 的 象 ,f E)» E BJ g, 


将 经 典 扩展 原理 推广 到 复 模糊 集合 便 得 到 下 面 的 扩展 原理 。 
定义 3.2.8 设 f:USC>VEC, 


z — f(z) 


则 三 可 诱导 出 一 个 从 CECU) 到 CF(V) 的 映照 及 一 个 从 C 
(V) 到 C"(U) 的 映照 : 


f:.CF(U)—CF(V), 
D=D; + i D> f/(D)= f(D; + i Da) 


D x 


f CCV) CF(U), 

E=E,+ iEz>f '(E)= f (E, + i E) 
FDS f '(E) 的 隶属 函数 分 别 定义 为 : 
FDA V D(z)=( V DDAC V RO) 

f '(E)X<)&E(/(z))= E(u t iv)= Elu) A Elo) 

称 f(DD) 为 复 模糊 集合 D 的 象 , 称 f "(EE) 为 复 模糊 集合 E 的 逆 
象 。 

下 面 从 复 集合 套 的 观点 出 发 ,给 出 复 模 糊 集 合 的 扩展 原理 的 
等 价 定义 。 

设 


Jf:UC C— VC C,zxz — f(x) = xo 


给 定 ZE CF(CU),yYae[0,1], 按 经 典 扩展 原理 求 得 f 
(2.)。 由 于 

a < a Z, ƏZ, >f(Z, )Ə f(Z, ) 
因此 |/(2.)la€ [0,1]1 给 出 v 上 的 一 个 复 集合 套 ,根据 复 模糊 
集合 的 表现 定理 , 它 惟一 确定 一 个 复 模糊 集合 

/(Z)= af(Z.JE Cr(V), 并 且 

f(Z)aC f/(Z,)C f(2), 

FZ) = Q (Z), € (0,1] 

f(Z)a= YfZ), a € [0,1) 
同样 ,对 EE C"( V), 可 惟一 确定 一 个 复 模糊 集合 
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f '(E)= U af (E)E CF(U) 
定义 3.2.9 ( 复 模糊 集合 的 扩展 原理 工 ) 设 映照 
f:UCC— VSC,z— f(<=) 

则 了 可 诱导 出 一 个 C7(U) 到 CF(V) 的 映照 及 一 个 从 CF ( V )šl 

CF( U ) H mk BE ; 

CCU) 一 CC(V)， 
D>f(D)= Y afa) 
f !:CF(V)—>CF(U), 
E> HE)= U af (E) 
ESDA D 的 象 , 称 E)K E WER. 
上 面 两 定义 的 等 价 性 由 下 列 定理 给 出 。 
定理 3.2.9 设 f: VCCC=> VCCC,z—f(z)= x = u + iv. 
(1) 如 果 DD= Di+iD2€E CW (CU), 则 对 Yz=z+iEC， 
(Wf Dw) V D(z) 
=C VDi(z)AC N ROD 
(2) 如 果 EE= E+iE2€EC I(V), 则 对 z=zx+iy€C， 
(Nef (Ec))(z)= E(f(z))= E(u) A Elv) 
复 模糊 集合 的 扩展 原理 还 可 以 用 下 列 两 种 形式 表示 。 
定理 3.2.10 ( 复 模糊 集合 的 扩展 原理 I) 设 
f:UC C >VEC,z>/(z)=w=utiv 
(1)# D- D i+ i D;€ CU), 则 
f(D)= U fD) 


(2) 如 果 EE= E,+ i E,€ Cr(V), 则 
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f '(E)= U af Ea). 


[0,1) 


定理 3.2.11 〈 复 模糊 集合 的 扩展 原理 严 ) 设 
f:UCC— VCC,z— f(x) = m= u+ io 
(1) 如 果 DEC™D), 则 f(D)= U af(Ho(a)), 
其 中 D, Hp (a)€= D, 
(2) 如 果 EECCV), 则 广 :(E)= U af (He(a))， 
其 中 

E, C Hela) C E, 


关于 f(D)5 f E)K a 水 平复 集合 ,根据 复 模糊 集合 的 分 
解 定理 卫 及 表现 定理 ,我 们 可 得 到 下 列 性 质 : 

(Df(D) EF(Hp(a))Ef(D), ,DESHo(a)ED, 

(Df HE) EF (HE(a)Ef E), ES Hela)SE, 

(3) ACD). = Q f/(Ho(2)),a € (0,1], f(D) = V 

(4)/(D),= Uf(H,(2))= f(UHp(2)) = f(D.),a € [0, 
1),f (E= @= f(@)= f(D.) 

(6) (E), = Of '(He(2))= f '((IHz(2)) = f ' 
(Es),a€E(0,1],f 1(E)x= U= f !(V)= f !(Eo) 

(6)f£ (E), = Nf He AD = f YH a) = f ' 
(E,),a€[0,1), f E} =@= f '(@)= f!(Ë,) 

(4) 一 (6) 指 出 : 

f(D), = f(D,) 
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£ MES HE 

f (E), = f E) 

但 是 ,一 般 地 , f(D),Z f(D.) 

定理 3.1.12 (复合 函数 的 扩展 原理 ) 设 

U,V, WEC,f:UIV,g: VIOW, gf:UIW, 

(g°f)(z)=g(f(z)) 

(1) 如 果 DECU), W 

(gf)(D)=g(f(D))= NH ,ag (D) 

(2) 如 果 EE C'( W), J 

(gf) '(E)=f'!(g 1(E)= Mar Cg '(E,)) 

3.2.5 复 模糊 集 的 多 元 扩展 原理 

首先 ,我们 引入 复 模糊 集合 的 笛 卡 尔 积 概念 。 我 们 知道 ,普通 
集合 的 笛 卡 尔 积 是 指 :AixA2xX…xA,=1(zizz，…zn)|ziE 
A;,i=1,2,.…,n| 
其 特征 函数 

(A,X A XX Ap) xis za, 2 )= Å Aila) 

将 其 拓 广 到 复 模糊 集合 Z;,… , Z 的 笛 卡 尔 积 ,我们 有 

定义 3.2.10 É Z =X,+i Y€ C'(U,),U,SC,k=1,2, 
safn 
称 Zi x: x nA U a (Z... X Zza X X Zna) 

会 ( U e(X,. X". X Xna) +i ( U a (Yi, X = X 


a€[0,1] [0,1 


SBS 


为 Zi, Zart Z, 的 笛 卡 尔 积 。 

定义 的 合理 性 在 于 

az < az Ze = 和 
Zia XXZ yA 


st m >= 
rE 


于 是 
AWA A X Lai” Xia X e X D + i( Yie XX Y,,.)| 


aE[0,1]} 构 成 U= U x x U,C C 上 的 一 个 复 集 合 套 。 由 复 
模糊 集合 的 表现 定理 知 , 它 惟一 确定 一 个 复 模糊 集合 
U alZi aX X Zp )€ CECU, XX U,) 


a€ [0,1] 


并 且 满 足 : 

(Zx x Zp) , S Zia X tt X Zp, S (Z,x eX Z,), 

(ZX x Z,) a= NZa XX Za aa € (0,1] 

(Zi XX Z,). = UZ, X: X Za aa € [0,1) 

定理 3.2.13 设 Z, = X,+iY,€ CU),k=1,2,.,n, 
对 VY (zi, Zz, Zn) = (zí + iyis Z2 + iy2z, ,Tn t iy.) € U, x 
U, X x U, C" ,有 


(ZX ZX X Z,)(zi, zx t z) (X X X, X. X X, + š 


YiX Y, X X Y ,)( zi + iyi, Z2 + iy2, U, Z, + iy, ) = (AX, 
(z))A (A Y,(>,)) 
= A Z,(zx,) 
k=1— 
定理 3.2.14 (1)(ZiX* XZ), = Zi X: X Zna 
(2)(Z1X © X Z,), = Zia X" X Zna 
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复 模糊 集合 的 多 元 扩展 原理 
it Z€ CŒ (U,), UZC, k =1,2;,, n, WIFREN £ fE 
一 个 映照 
x ;CF(U,)x-- x CF(U,)>CF(U, xx U,), 
(Zi Za) > Zi: X Z, 
W U=UX*XxXU,SC,V= V XX V, SC”, 
fiU=U XxXU >V= V, X: x Vp, 
(zi z.) f(z Zn) = zo = wa, Wm) 
= (uz iUi,’ , Um T iUm) 
根据 复 模糊 集合 的 扩展 原理 ,f 可 诱导 出 
f:CF(U)—CF(V), 
D—f(D)= Y fD) 
f ':CF(V)—>CF(U), 
Ef '(E)= U af (Ea) 
将 它们 分 别 与 下 列 两 种 笛 卡 尔 积 复合 
x /:CF(U,)x x CF(U,)>CF(U, X: x U,) 
(Z, Za) >Z1X x Zp» 
Xa: CF(V1) X x CF(V,)—>CF(VI X: X V, ) 
(Er, En) Ei X x E, 
便 可 得 到 复 模糊 集合 的 多 元 扩展 原理 。 
定义 3.2.11 ( 复 模 糊 集合 的 多 元 扩展 原理 ) 设 
U= U xe X USC, V= VIX x V, SC", 
fiU, X x U, > V IX: X Va, 
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(zv za) SCZ za "Ua Zn) = u = (Wis 02. Wm ) 
= (u, tiv, Umt iUm) 
则 三 可 诱导 出 : 
f:CE(U,) x x CF(U,)>CF( Vi X = X V,,) 
(Dist D.) f(Di, Da) AFD, x x Dp) 
f 1 CE(V I) X X C (Vn) > CU, Xe X U,), 
(E, En) >f (El En)Af ELX X En) 
由 前 面 有 关 定 理 易 得 : 
定理 3.2.15 设 D,= Dr. + í Di € CF(U,),k=1,2, n 
E, = Ej + i Ep € C'(V;),j=1,2,,. m, 
z= (zis Zn) = (zi + iyis Z, + iy) € U, x = x U, S 
Cn 
w= (wi, Wm) = (u tiU, s Um + Un) E V X XV, 
= C” 


则 


ADi D)w) N, ARa) 


=( V (Á Du (a) ) 


fz tiy z tiy )= w 


AG... V. (ADea(yoD)) 


GER tiy z, t iy) = 
f (Eu, E,)(z)= Á E; Cw) 
= (Å En Gu) AÇ En) 


复 模糊 集合 的 多 元 扩展 原理 也 可 采用 下 列 形式 
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定理 3.2.16 《〈 复 模糊 集合 的 多 元 扩展 原理 工 ) 
f(D1,…,D,)= U af (Di, ass Dn,a) 


a€{0,1] 


-1 ... = -1 -E 
f (E), Em) ef (El, > m,a) 


定理 3.2.17 (H SMK S B£ GD RREI) 
/(D,,- Da) = U af(Di,, |" Da) 


a€ [0.1] 


f EEn) = M af (Ea Enu) 
定理 3.2.18 ( 复 模糊 集合 的 多 元 扩展 原理 正 ) 
f(D1,…,D,) = 4 of (Ho (a), Hp (a)) 


其 中 D; „Hp (a) CDi,e,k=1,2,.,n 


f (EL, En)= U af (He (a), =, He (a)) 


a€ [0.1] 
其 中 E;,,S Hkr£(a)CE; ,,jJ=1,2,: ,m 


3.2.6 复 寞 糊 数 及 其 运算 

(一 ) 闭 凸 复 模 糊 集 

定义 3.2.12 设 R 为 实数 域 ,C 为 复数 域 ,对 X,YE€ F(R) 

称 Z=X+iyEC (C) 为 C 上 串 复 模糊 集合 当 且 仅 当 

对 VaE(0,1],2Z.=X.+iy。 是 C 上 的 凸 复 集 ， 
即 X。 MY, 均 是 R F hyr E. 

称 Z=XX+iYY 为 C 上 的 闭 复 模糊 集 当 且 仪 当 

对 VaE(0,1],2Z。=X。+i Y, ÆC 上 的 闭 集 , 即 X。 和 YY, 均 
是 R 上 的 闭 集 。 

如 果 Z=XX+i Y 有 界 , 则 Z=XX+ i Y 称 为 闭 凸 复 模糊 集 当 
且 仅 当 

对 YaE(0,1],2。 = X, + i Y, 是 闭 复 区 间 数 , 即 X。, Y. € I 
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(R)= [z ,z=*])|z= ,z=*€ R,z Sri EARRAK. 2J 
定 空 集 名 为 C 上 的 闭 复 区 间 数 。 

定理 3.2.19 Z=XtiY 是 C 上 的 凸 复 模糊 集 当 且 仪 当 

Z(kz,+ (1- k)z)22Z(zi) NZ(z2) 

Jer kC[0,1],zi = zi + iyi, z2= z+ iy € C 

如 果 2Z。= 多 , 则 约定 Z, 为 凸 集 。 即 Z 为 凸 复 模糊 集 。 

(二 ) 复 模糊 数 (Compler Fuzzy numbers ) 

定义 3.2.13 设 Z=X+iYEC"(C), 称 其 为 正规 复 模 糊 
集 当 且 仅 当 

{z=z+iy€E C|Z(z)= X(z=)A Y(y) =11% 

定义 3.2.14 i& Z= X+ i YEC (C), WR supp Z = supp 
X+isupp Y 为 有 界 集 , 则 称 Z 为 有 限 复 模糊 集 ; 如 果 对 Ya(0， 
1],Z,= X, + iY, 为 有 界 复 集 , 则 称 Z 为 有 界 复 模糊 集 。 

定义 3.2.15 复数 域 C 上 的 正规 凸 复 模糊 集 Z=X+iY 称 
为 一 个 复 模糊 数 ; 

正规 闭 凸 复 模糊 集 Z = X +i Y 称 为 闭 复 模糊 数 ;正规 有 界 
闭 凸 复 模糊 集 Z= X + i Y 和 正规 有 限 闭 凸 复 模糊 集 统称 为 有 界 
闭 复 模糊 数 。 

因为 有 界 闭 复 模糊 数 的 a KERZ, = X, + iY, (a € (0,1]) 
是 闭 复 区 间 数 ,所 以 运算 较为 方便 ,下 面 介绍 有 界 闭 复 模 糊 数 及 其 
运算 。 

用 C6(C) 表 示 复 数 域 C 上 有 界 闭 复 模 糊 数 之 全 体 , 即 

CH(C)= {2=X+iY|X, YE Fo(R)| 
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定理 3.2.20 ARAR 下 数 的 表现 定理 ) 设 
Hi:(0,1]>1(C)=!Z=X+iY|X,YEI(R)|, 
a> H(a)=[(X; ,X2)+;[Y; ,YG 

满足 条 件 

ai<a [Xo ,XI IT+TiY ,Y¿) 

Xo ,XL ltil Yz Y2) 
则 

(1)Z = Y eH Cla) = do Xa, Xa ] 十 i WalY,, 
Yi JE CSC); 


(2)Z,= Ñ Hle) = Y (x. ,x1)+i ñ (Y: Yi) 


E Tn 
其 中 a€(0,1],a,= (1 Pawa 


(三 ) 有 界 闭 复 模糊 数 的 运算 

复 模 糊 集合 的 扩展 原理 可 以 将 复数 的 代数 运算 扩展 成 复 故 域 
C 上 的 复 模糊 集 之 间 的 相应 代数 运算 。 

设 * 是 复数 域 上 的 代数 运算 

*;Cx C>C, (z122) > w= z) * zz 

根据 复 模糊 集 的 多 元 扩展 原理 ,我 们 有 复 模糊 集 间 的 运算 

* :CF(C)x CF(C)—CF(C) 

(E,D)>E= D= U eE * D,) 

其 中 E,x D, = |x] 3(z5i,z2)€ E, X Da, z1 * z= xo] 

a Ee De)) 

对 于 + 、 一 、…. 二 四 则 运算 ,我 们 有 
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(E+D)(w)= V (Elz) A D(zo)) 
= V (E(z) MD(w- z1)) 

(E-D)(w)=, YE) A D(z2)) 
EN 

(ED) =, V El) ADC) 


(E/D)(w)=_ MN_ (E(xz1) AD(z2)) 


定理 3.2.21 ÜZ zo = f(zi,z2;,…,z) 为 n 元 连续 复 隙 数 ， 


ZiE CBE(C) 为 有 界 闭 复 下 数 (k=1,2,…,n), 则 


J(Z Zast Z,), = f(Zi,. Z, U Ln,a), aE (0,1] 
定理 3.2.22 Z = X +i Y ,,Z,= X, +i Y;€ CI(C)3 
有 界 闭 复 下 数 , 则 对 VY a(0,1]， 


(1)(Z, +£ Z;)., = Qiu + Z, š 
(2)(Z,:Z;), = Zi a’ Z2; 
(3)(21/22), = Zi, a/Z2,a5 


(4)(k Zi)a=kZi a kEC 


由 于 有 界 闭 复 F SGS f R LEa 水 平复 集 公 式 , 所 以 给 复 


下 数 附 加 上 “有 界 " 与 “ 闭 " 的 条 件 能 提供 许多 优越 性 ,这 尤其 是 在 


应 用 方面 特别 方便 。 


(四 ) 有 界 闭 复 模糊 数 的 分 析 运 算 


运用 复 模 糊 集 的 扩展 原理 ,我 们 来 定义 有 界 闭 复 模糊 数 序 列 
的 上 确 界 .下 确 界 , 上 `\ 下 极限 及 极限 。 
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定义 3.2.16 BIZ, = XX,+1i1Y,,n 之 1| 忆 C5(C) 是 一 有 界 


闭 复 下 数 序 列 , 则 12, =X, + i Y,| 的 上 、 下 确 界定 义 为 :对 VY z = 


++ iy€ C 


Sup Zr: (Sup Z,)(z)A (Sup X,)(z) + i ( Sup Y,)(y) 
inf Zy: (inf Zi) )Alinf Xa) Cx) + ¿(inf Ya) (y) 
EX 3.2.17 设 12Z,=X,+iY,| 守 C5(C) 是 一 有 界 闭 复 下 


BUFI MiZ, = X, + i Y | 的 上 .下 极限 定义 为 


lim Z, = lim X, + í lim Y, 


sin E 人 
lim Z, = lim X, + ¿ lim Y, 
— — — — 


pawon n-= œ n— oo 


定义 3.2.18 序列 12Z, =X, ++iY,| 守 C5(C) 称 为 收敛 的 ,如 


果 序列 | X, ,n 之 11 | Y onl] CF(R) Ka, Bl 


lim X, = lim X, = lim X,» lim Y, = lim Y, = lim Yn 


n= 一 n— œ no n— oo 


n— oo n— œ 


此 时 , 称 lim X, + í lim Y, = lim 2Z, 为 序列 1Z, = X +; Y, , 


n 之 11 的 极限 。 


设 12, = X, +iY,,n 之 lSC6(C) 是 一 有 界 闭 复 下 数 序列 ， 


BE HI: V C (0,1], V n=1,2,::: 


Zaa = Xna t Y, S| X, X... Pil Yi, Yasa 

其 中 X;.. = infX,., = infle € R| X,(z)Z>a | 
X} a= SUpXn a= suplz € R| X,(z)Za] 
Yia = infYn a= infly€ R| Y, (y) >a] 
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Yi. supY,. = sup|y€ R| Y, (y)>a] 

定理 3.2.23 设 12.= X, + i Y,,nZ21 S C0 (C) f R 
闭 复 模糊 数 序列 RX V €C 0,1], ÆI IX; anll, X. 
n21|,| Yno n >L A] Yi. nZ 11 E] k 3 F Z, = X, 
+i Yn n> ERA, 

推论 3.2.24 ”如果 用 (0,1j 中 的 有 理 点 集 Q 来 代 换 (0,1]， 
则 上 述 定理 亦 然 。 

3.2.7 圆 棉 形 复 模糊 数 及 其 运算 

关于 复 模糊 数 Z ,前 面 所 讨论 的 形式 相当 于 普通 复数 的 代数 
形式 ,而 关于 指数 形式 ,下 面 给 出 圆 横 形 复 模糊 数 及 其 运算 。 

(一 ) 贺 棉 形 闭 复 区 间 数 及 其 运算 

定义 3.2.19 设 C 为 复数 域 ,对 于 任意 正 闭 区 间 数 R = 
[R ,RISE[oc),9=[9 ,81']C[0,2x], 称 复 有 界 闭 集 

Z= Rerxp|liO} A {re ECIrER,0EQ) 
为 闭 复 区 间 数 

显然 Z= Rezpi 训 | 定义 了 复 平面 C 上 的 一 个 圆 棉 形 , 因 此 ， 
也 称 Z= Rezp{i8| 为 圆 棉 形 闭 复 区 间 数 。 全 体 圆 模 形 闭 复 区 间 
数组 成 的 集合 记 为 L (C). 

定理 3.2.25 设 Z= Rezpli@]| € TI1(C)。 则 有 

Z = Rezp | i@ |  Rcos@ + iRsin@ 
定义 3.2.20 i Z= Rezp|:@] € ITI(C), 则 称 
Z*=|z=re |r€ER,0E0Q| 
为 Z BJ JE BLEEP PS B|. #K 
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|Z] =R 
为 Z 的 模 。 
定理 3.2.26 É Z= Rezpli@],Z,= Riexp {i0,i€ I (C), 
二 1,2, 则 
(1)Z* = Rezpl|i(—- @)1; 
(2)2Z12,= RIR,erp {i(O1+ 0,)}; 
(3)12122| = R R;; 


R 
(4)Z1/22 = po ezpl i (@, -@,)l; 


(5$ = pezpli(- @)| 
(二 ) 圆 模 形 闭 复 模糊 数 及 其 运算 
定义 3.2.21 设 R,B@E Fo(R-) 为 正 实 有 界 闭 下 数 ， 
supp O 的 宽度 W(supp B@)<2xr, 则 称 
Z= Rerpizgli 
为 圆 柳 形 复 下 数 。 对 Vz= re*EC, 称 
Z(z)= R(r)ezp|i@(0)]=R(r)A@(0) 
为 z= re HITA F Z= Rezp1i@i 的 隶属 程度 。 称 Z(' ) 为 
复 下 数 Z 的 隶属 函数 。 
用 CF¿ (C) 表 示 复 数 域 C 上 圆 横 形 复 下 数 的 全 体 , 即 
CFo (C)= |Rezpli @]|R,@€ Fo(R'),R’=[0,%)), 
定理 3.2.27 设 Z= RerplieBIECFo(C), 则 对 Ya€ (0, 
1] 
Z, = Rexp 1i@,1 
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定理 3.2.28 Ë Z= Rezpli @|,Z; = Rezpli @;1 (= 1,2) 
€ CF (C), W 

(1)Z*=Rezpli(- @)1; 

(2)|Z| =R; 

(3)2122= RıRezp li (0, + @,)1;; 

(4)|Z,Z;| = R, Ri 

(S)Z'=R ''ezpli(- @)1; 

(6)21/22= R,R, 'ezpli(0,-02)}; 

(7) 对 YaeE(0,1], (Z1Z2)a = Ri,.R.,ezpli(@,,, + @;.,)! 

(8) 对 Va€(0,1]，, 

(2Z1/22)。 = Ri, Rz, expli CO, a - @;,.)1. 

(三 ) Fuzzy 模 闭 复 下 数 及 其 运算 

上 面 基于 复数 的 复 
指数 形式 给 出 了 圆 攀 形 
闭 复 模糊 数 的 定义 ,但 
不 够 完整 ,因为 从 映射 
这 个 角度 来 说 ,只 给 出 
一 对 数 (r,0) 就 存在 一 
复数 z = re” 与 之 对 应 ， 
H rr,9 的 组 合 是 任意 
的 ,从 模糊 数学 的 主观 
性 来 说 ,我 们 可 以 认为 
r,0 的 取 值 之 一 具有 某 种 模糊 性 ;如 图 1 所 示 , 显 然 ,r ,9 的 取 值 
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灰色 范围 


图 1 


是 相互 独立 的 ,并 不 存在 彼此 之 间 的 制约 关系 ,也 就 是 说 > 取 值 
于 某 一 模糊 集合 ,而 9 的 取 值 可 以 是 确定 的 ,它们 在 一 起 组 成 的 
复数 是 模糊 的 ,相反 也 成 立 , 即 r 的 取 值 是 确定 的 ,而 9 的 取 值 即 
是 模糊 的 ,它们 在 一 起 也 构成 一 复 模糊 数 ,显然 这 种 复 模糊 数 有 别 
于 前 面 定 义 中 的 圆 棉 形 闭 复 下 数 , 它 们 具有 定向 模糊 性 . 

定义 3.2.22 É CHEAR, REFR ) 为 正 实 有 界 闭 F 
数 ,8@= [8 ,8@' ]S[0,2r] 为 任意 正 闭 区 间 数 , 则 称 Z = Rezp 
LiOH Fuzzy RAE F $X V z= re*, 称 2(z)=R(r)ezp1i6 
(0)]= R(r)ACa(0)28 z= re? XPT Fuzzy 模 闭 复 下 B Z = 
Rexp liO RRE, Fk Z( ) 为 复 下 数 Z 的 隶属 函数 .其 中 , Ce 
(9) 为 @ 的 特征 函数 。 

定理 3.2.29 设 2= RerptiBIECFG(C), 则 对 Va€(0,1] 

Z, = R.exp | iO] ,Z, = R,ezp1i@]. 
定理 3.2.30 Ë Z= Rezpli@],Z; = R, 1i8,| (j = 1,2)€ 


CFç (C) , 则 
(1)Z*=Rezpli(-@)1; 
(2)|Z| =R; 


(3)Z, Z= R iR;ezpli (6) + ©,)|; 
(IZ Z! = RR; 
(5)Z '=R 'ezpli(-6)1; 


Z R. 
(6)2- = R,P liO- 0); 


(7) 对 YaE(0,1],(Z122)。= Ri,oR2, ezpli(@, + @,)|; 
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Zi 
(8) 对 Va€E (0,11,2_ = Ri,R2, 'erpli(O; = 0)! š 
2 


(四 ) Fuzzy 相 闭 复 下 数 及 其 运算 

EX 3.2.23 设 C 为 复数 域 ,R=[R ,R'] 忆 [0,%) 为 任 
意 正 闭 区 间 数 ,BE F(R ) 为 正 实 有 界 闭 F $, supp O 的 宽度 
W(Supp @)<2r, 则 称 

Z= Rezpli 0}. 

为 Fuzzy 相 闭 复 下 数 , 对 Vz= +e“ € C ,#g 

Z(z)= R(r)ezpli@(0)|=Ca(r)A 000). 
为 z= re 相对 于 Fuzzy 模 闭 复 下 数 Z = Rezp | i @ | HIRIE FE , 8k 
2 ) 为 团 复 F 3 Z 的 隶属 函数 .其 中 , Cr (r) 为 R 上 的 特征 函 
数 ， 

定理 3.2.31 设 Z=RerbiielcECFI(C), 则 对 VauE(0， 
1],Z,= Rexzp{ i0, 

定理 3.2.32 Ë Z= Rezpli @|,Z;= Rezpli@;|(j=1,2) 
€ CFç (C) , 则 

(1)Z"=Rezpli(- @)l; 

(2)]Z| =R; 

(3)Z,Z2= Ri R>ezp| (6, + @,)}; 

(4)|Z,Z;| = Ri R3; 

(SZ '=R' 'erpli(-0)}; 


LR y. 
(6)Z = R,P liO - 0;)!; 
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(7) 对 YaE(0,1],(ZiZ2)。= RiR2erpli(O1, t O20)1; 


Z 
(8) 对 Y a€ (0,11, (Za = Ri R; terp lilna - @2,..)1. 
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第 四 章 ”模糊 复 分 析 基础 


§ 4.1 复 模糊 集 值 函数 的 基本 概念 与 性 质 


4.1.1 实 模糊 集 值 函 数 及 其 连续 性 
定义 4.1 设 0 是 平面 或 空间 的 一 个 可 度量 的 几何 体 , 若 f: 
0— R 
P =f(P)=[f (P), ft (P) PER 
则 称 f 是 定义 在 几何 体 Q 上 的 区 间 值 函数 。 
定义 4.2 设 f 是 定义 在 几何 体 0 上 的 区 间 值 函数 ,Poc O, 
车 Ye>0, 存 在 5>0, 当 PEU(Po;5) 门 0 时 ,有 
ad(f(P),f(Po))< eo 
其 中 U(Po;8)= 1P|lp(P,Po)<61 是 Po 的 8 邻 域 , 则 称 区 间 值 
函数 在 点 Po 处 关于 0 连续 。 若 f 在 0 上 每 一 点 都 连续 , 则 称 f 
在 几何 体 2 上 连续 。 
定理 4.1 BJSS, f ] 是 定义 在 几何 体 0 上 的 区 间 值 函 
数 , 则 了 在 几何 体 0 上 连续 的 充 要 条 件 是 函数 广 、 广 在 2 上 连 
续 。 
证 明 : B FEILAR ÆR, YPE, I FEP 点 连 
# BB V e>0, FE 6>0,34 PEUCPS)NA N, A 4(f(P),f 
(Po))<e, 即 
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|£ (P)-f (P.)| V|ft*(P)-f*(Po)| <=. 
所 以 ,|f-(P)-f (Pol <e, COP)- 广 (Po)I<e, 所 以 广 、 
f 在 Po 点 连续 ,从 而 广 、 广 在 2 上 连续 。 

车 /- .f* 在 Q 上 连续 ,VY PoE 0 NS , fE Po 点 连续 , 即 
Ye>0, 存 在 6>0, 当 PEU(Po;6)N0 时 ,有 |f (P)- f 
(Po)l<e,lf*(P)—-f*(Po)|<e, 所 以 

d(f(P),f(P.))=|f (P)- f (POIVIF'(P)- f° 
(Po)] <e, 
所 以 ,区 间 值 函数 在 Po 点 连续 ,从 而 f 在 Q 上 连续 。 证 毕 。 
定义 4.3 (1) 设 2 是 平面 或 空间 可 度量 的 几何 体 。 


f: — R 
P i> f(P) 


则 称 为 定义 在 几何 体 Q 上 的 Fuzzy 值 函 数 ,简称 F 函数 。 
(DR f: Q— R 


P > fi(P) a (f(P)), A [f (P), ft (P)]. 


则 称 /, 为 下 函数 六 的 1 ~ 截 函数 , 它 是 定义 在 O 上 的 区 间 值 函 


数 , 由 分 解 定理 , VPE0O. 
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FP) a U ARP) a U [f (P), fl (P). 


定义 4.4 设 了 是 定义 在 几何 体 0 上 的 下 函数 , 若 VAE (0， 
1], 了 的 2 RRAN EA 上 连续 , 则 称 F 函数 /在 Q 上 分 层 连续 ， 


简称 F 函数 /在 Q 上 连续 。 

4.1.2 复 模 糊 集 值 函数 的 基本 概念 

定义 4.5 设 UERR, REKER, CERS. A:T 
~>F(R) >A (t) 
为 定义 在 上 的 实 模糊 集 值 函 数 ; 称 


Z:T— Co(C),t > Z(t) = XG) + š Y(t) 


为 定义 在 工 上 的 复 模糊 集 值 函 数 。 
定义 4.6 设 TCR 称 


f:T—I(R)= l[z,y] | z,y € R,z < y| 
t— f(t)= [f (2),f* (t)] 
为 定义 在 工 上 的 区 间 值 函数 ,其 中 a) ft (i) 均 是 TT 上 的 实 
函数 。 


如 果 F), fE T ERER R, E 
' 152 ， 


fü) = [f (t),f' (z)) 


是 工 上 的 连续 区 间 值 函数 。 

W f(z)= g(t)+ 认 (zt),tzET. 如 果 g(t), h(ORE T EH 
区 间 值 函数 , 则 称 F(z) 为 工 上 的 复 区 间 值 函数 。 

如 果 g(t),A(t) 都 是 工 上 的 连续 区 间 值 实 函数 , 则 称 


f(t) = g(t) + ih(t) 


是 工 上 的 连续 复 区 间 值 函数 。 
定义 4.7 (1) 设 5(b) 为 TS 尺 上 的 模糊 集 值 函数 , 称 


fa: T— ICR), t > falt) a. (f(t)),, a € (0,1] 


为 的 a 水平 函数 。 

(2) 设 f(z)= 有 h(t)+ig(t) 为 全 上 的 复 模糊 集 值 孙 数 , 称 
fa: T——>I(C), t>fa(t)A&h,(t)+ igalt) 
| Alhlt)+tiglt))a, oa€(0,1] 
为 了 的 a 水 平复 函数 。 

定理 4.2 (1)X(z) 是 工 上 的 模糊 集 值 函数 的 充分 必要 条 件 
是 对 YacE(0,1] ,f(t) 的 a 水 平 函数 


f(t)= [fa t), fa (t)] (4.1.1) 
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为 工 上 的 区 间 值 函数 ,并且 


fG)= U elf. (2), fe (2)] (4.1.2) 
其 中 

fi =inf f(t) =inf{z ERIf() (x)Fal (4.1.3) 

fa (t)=sup f(t)=supl rE RIf(1) (rx)>al (4.1.4) 


(2)f(1)=h(t)+ig(zt) 为 上 的 复 模糊 集 值 函数 的 充分 必 
要 条 件 是 对 VaE (0,1],f(:) 的 a 水 平复 函数 
f(t)= h(t) + ig,(t) 
=[h¿ (t), hi 2)]+;[g; (t) gi (z)] (4.1.5) 
为 工 上 的 复 区 间 值 函数 ,并 且 
S= U alhs (t), hi (2)]+i ,etl Lge (1), ge (7)] 


a€ (0,1] 


(4.1.6) 
其 中 
ha (t)=infh,(z)=infl|z€ R|h(t)(z)2a] (4.1.7) 
h. (t)=supha(t)=supleER|A(t)(x)>a} — (4.1.8) 
ga l:)=infg,(t)=infly€ R|g(z)(y)2>a] (4.1.9) 
ga (t)=supg,(t)=sup|y€ RIg(t)(y)>al (4.1.10) 


定理 4.3 BRAU), BOET LORE MEI S 3k S 
(AŁB)(t)&AA(t)+B(t), 
(A'B)(1)AA(). B(t), 
(A/BXG)AA(t)/B(t), 
(kA)G)AkRA(t),kER(R C) 
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则 对 VaE(0,1], 有 
(A+B),(t)= A,(t) + B,(t), 
(A.B).(1)= A,(t):B,(z), 
(AZB),G)= A,(t)/B,(t), 
(k A)a(t)=k A,(t) 


54.2 复 模糊 集 值 函 数 的 微分 


4.2.1 一 元 复 区 间 值 函数 的 导数 
定义 4.8 (DESAS G), f? (1)] 是 TCR 上 的 区 间 
值 函 数 ,如 果 f(z),f*(z) 在 点 toET 的 导数 广 (io),F (to) 
存在 , 则 称 f(z) 在 点 to TE, SOE to 的 导数 定义 为 
f Gto).a[min( f (to), f* (to)),max( f7 (to), f (10))] 
(4.2.1) 
如 果 f SS (to), WEK f(z) 在 to IETS, f(z) 在 to 
的 同 序 导 数 为 
f'G(to)= [f Cto), f* (£0)] . (4.2.2) 
WH f (tSS Cto), WEK f(z) 在 to 反 序 可 导 , 其 在 to 
的 反 序 导数 为 
三 (io)=[LA Cto), f Cto)] (4.2.3) 
WMR YLET, A (t), ft (OREHE , MEK 
F(z)A fr (t) 


A[min(f (t), f> (z)),max( f” (t), f (1))] 
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ALF (¿),F*(:)] 
HSSE 工 上 的 区 间 值 导 函 数 , f(zi) 也 称 为 下 (zt) 在 T ERE 
函数 。 

如 果 对 VzET,f OSF? (4), 则 称 FOI a), ft 
OJA Fi) 在 工 上 的 区 间 值 同 序 导 函数 , f(z:) 称 为 F(t) 在 TT 
上 的 同 序 原 函数 。 

如 果 对 YiET,f ORS a), WFO f= 
(z),f (2)] 为 f(z) 在 TT 上 的 区 间 值 反 序 导 函 数 , F(t) 称 为 下 
(z) 的 反 序 原 函 数 。 

(2) 设 f(t)=h(2)+tig(t)=[h (t), h*(t)]+ilg (t), 
g`(:)] T EAZ PCB 83.3 h), g (EA to 均 可 
导 , 则 称 SOE i € T ATF, SOE to 的 导数 定义 为 

f (to)= h (to) + ig (to) (4.2.4) 
其 中 心 (to),g (to) 均 由 (4.2.1) 给 定 ; 

如 果 六 (ti),g(i) 在 toET 同 序 ( 或 反 序 ) 可 导 , 则 称 f(z ) 在 
to 同 序 (或 反 序 ) 可 时; 

如 果 疡 (it),g(t) 在 T 上 可 导 , 则 称 f(z1) 在 荆 上 可 导 ; 

如 果 有 (1),g(z) 在 上 同 序 ( 或 反 序 ) 可 导 , 则 称 f(z) 在 TT 
上 同 序 (或 反 序 ) 可 导 。 

由 定义 4.8 容易 得 到 

定理 4.4 设 

f(t)=h(t)+ig(t)=[h (2),h* (et) +ilg (t),g*(t)] 
# T En[ S. 3 B. 

()h G.A t (1),g (t) g> (DE T LÆR; 
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DF A-F a) g (St) 在 工 上 最 多 有 有 限 个 零 
点 , 则 总 可 把 了 分 成 有 限 个 小 区 间 ,在 每 一 个 小 区 间 上 f(z)=h 
(z)+ ig(t) 同 序 可 导 或 反 序 可 导 。 
根据 定理 4.4, 在 必要 的 情况 下 ,可 分 多 个 区 间 讨 论 复 区 间 值 
函数 的 同 序 (或 反 序 ) 导 函 数 。 以 下 各 结论 如 果 在 小 区 间 成 立 , 则 
可 进一步 讨论 其 在 整个 区 间 上 的 相应 结论 。 
容易 得 到 下 列 结论 。 
定理 4.5 设 复 区 间 值 函数 f(z ),g(z) 同 序 ( 或 反 序 ) 可 导 ， 
则 有 
(1)(f(t)+ g(t)) =F Ua) g (t); 
(2)(kf(2)) =kfr(:),k € C 
4.2.2 一 元 复 模糊 集 值 函数 的 导数 
定义 4.9 设 f(1)=h(i)+ig(i) 为 上 的 复 模糊 集 值 函 
数 ,如 果 对 Va€ (0,1],f.(t)= h (t)+ iga (t) T En W 
复 模糊 集 值 函数 f(t)= h(t)+ig(it) 在 TT 上 可 导 , 且 称 
F(i)Af (1)=h (1t)+ig(t) 
A Yy aV +i Wa(glt)) (4.2.5) 
B SUJET ERWFRK. fO)=hCt)+ ig) F) h R 
函数 。 
MRX V aE 0,1], falt) = h(t)+igs(t) 在 TT 上 同 序 (或 
反 序 ) 可 导 , 则 称 faha) tig OET EAFF) 
导 , 且 称 
FEF(DAf (t)=h (t) + ig (t) 
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= Welhs (the (£)] +i Una[ge (E) gi 
(z)] (4.2.6) 
(R FOJaAf (i)=h (t)+ig (t) 
= Wah (th ti Yalea), 
g “a(t))) (4.2.7) 
为 (1)=h(z)+ig(zt) 在 全 上 的 同 序 (或 反 序 ) 导 函数 ,f(1)=h 
(z)+ ig(t) 称 为 F(z) 的 同 序 (或 反 序 ) 原 函数 。 
此 定义 的 合理 性 在 于 
定理 4.6 设 /(t)=h(t)+ig(t) 为 同 序 (或 反 序 ) 可 导 的 复 
模糊 集 值 函 数 , 则 对 VY aE€(0,1], V € T, 
Falt) =LA aE) ht a] ilg ‘(it), go (1)] (4.2.8) 
(或 请 (=[A aC) AT a] ilgt aa) aD 
. (4.2.9) 
并 且 了 (1)E C8(C), 即 六 (1) 为 上 的 复 模糊 集 值 函 数 。 
定义 4.10 设 f(t)= h(t)+ig(t)38 T FEBS 80416 R 
数 , 如 果 对 VaE(0,1], f(t)= h(t)+ igs(t) 是 上 的 连续 复 
区 间 值 函数 , 则 称 f(1) = h (a) + i g(t) 为 上 的 连续 复 模糊 集 
值 函数 。 
定理 4.7 设 f(1)=h(t)+ig(t) 为 T=[a,6] 上 的 连续 复 
模糊 集 值 函 数 , 且 在 [a ,6b] 上 同 序 (或 反 序 ) 可 导 , 则 
U at |. h. (z)dz, | hi(z=)dz=] + i Yall 


会 
 a€(0,1 
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gi(z)dz,| gi(z)dr] = | az)az +i | gcz)az (4.2.10) 
是 yi)=A(z)+zi&(t) 的 同 序 (或 反 序 ) 原 函数 , 即 


EU) = (| lr)adr+ti| g(x)dr) = h0) + ig(0 


(4.2.11) 
定理 4.8 设 /(1)=h(z)+ig(zt) 为 复 模糊 集 值 函数 。 如 果 
F()=H()+iG()=/(t)= h(t) +ig(t), 
则 
(FG)+C) =(H(#)+iG(t)+ C)' 
= f(t)=h(1) +ig(t) (4.2.12) 
其 中 C 为 一 常 有 界 闭 复 模糊 数 。 
定理 4.9 如 果 f(z),A(z) 为 同 序 可 导 的 复 模糊 集 值 函数 ， 
则 
(DAA TAGD) = fa) +A (t); 
(2)( f(2)) =k f (t),kEC 
注 :以 上 定理 的 证 明 详 见 文献 [10]. 


4.2.3 实数 集 到 实 模糊 数 集 的 映射 函数 的 导数 
定义 4.11 一 个 模糊 实数 N 是 实数 直线 R 上 的 一 个 模糊 子 
R ,其 隶属 函数 记 为 u(xz|N) ,满足 下列 条 件 : 
(a)ypy(z1N) 是 R 到 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 ; 
(5) 对 所 有 rEl-œ,ni) ulel N)=0; 
(c)py(z1IN) 在 [n,n2] 上 严格 递增 ，; 
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(d) 对 所 有 +€ [n,,n,],#(z|N)=1 

(e)ul NEL ns, na ERER; 

(了 ) 对 所 有 Elng, +0], yll N)=0. 
这 里 n1,n2,n3,74 为 有 限 实数 , 且 

一 co< n, < n< ns < n, < + co 

定义 4.11 中 的 隶属 函数 p(l NTRA 


(xN), nS rSn 
— nı Sr Sn 
x(zIN)= 
pp (zIN), n3 Ssn, 
0 , 其 他 


其 中 jy:[n1,n2]™[0,1] 
m :[ns,n ]—[0,1] 

分 别称 为 模糊 实数 N 的 左 \ 右 隶属 函数 。 
模糊 实数 N 的 ( 弱 )a REKAN) 
N(a)= [z|#(z=|N)22a] ,0<a<1. 
六 (0) 是 闭 区 间 [ mi,z4]. 


(4.2.13) 


所 以 a 截 集 是 一 闭 区 间 , 故 设 N(a)=[ni(a),nz(a)],0<a&l, 


显然 ,zi;(0)= n i,ni(1)= n;,n,(1)= n;,n,(0)= n4. 


定义 4.12 模糊 实数 N 称 为 梯形 模糊 数 , 它 是 由 下 列 隶 属 


函数 确定 的 


° 160 ° 


二 m n 委 z 魏 72 
H>) Th 
— 1 ; n S< rSn, 
A(zIN)=4 (4.2.14) 
n, rna 
0 ， 其 他 
显然 ,此 时 N 的 左 、 右 隶属 函数 分 别 为 
g '(zIN)= > 一 
wla N) = 7M 


73 一 724 
定义 4.13 模糊 实数 N 称 为 三 角形 模糊 数 , 它 是 由 下 列 隶 
E RRUGE XK 


—, n < rSn 
n, nı 
N)=4 z- 4.2.15 
AEA ) T— na n3 Ltn, ( ) 
na — N4 
其 他 


二 角形 模 相交 是 梯形 谢 宙 数 的 特殊 情况 ( 即 (4 2.14) 中 的 n, 
=n; 之 情形 )。 其 左右 隶属 函数 分 别 为 y ‘(zlN)= (En 
(n. — ni) y (z=|N)=(z-— na)/(ns— n4). 

显然 ,以 上 所 定义 的 模糊 数 均 是 正规 的 ,对 于 非 正 规模 糊 实 
数 ,只 要 将 定义 中 的 映射 “R 一 [0,1]” 改 为 “^R 一 [0,w],0 志 w< 
1” ,条件 “y(z|N)=1" 改 为 “py(z|N)=w,0<w<1” 即 可 。 

现 设 R 是 实 模 糊 数 ,VY (a ,5b)C(-o%,c) 

S F:(a,b)>R 
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F(1)=N(1),a<t<6b,N(t)E R, N(z) 的 隶属 函数 记 为 y 
= u(xz|N(z)), 它 是 z 的 函数 。 类 似 于 定义 4.11, 设 
— o < ni((t)< n, (t)< n, (t)< n,(t)< + o° 


W (z=|N(:)), n ()<z<n,(t) 
— n. (t)<S z< ns (t) 
类 似 有 ww(zjN(b))= — 
m (<*<|N(t)), n (t)SAz=< n. (t) 
0 , 其 他 
(4.2.16) 


对 任意 实 模糊 数 N(:) ,其 ( 弱 )a RERI 
Ni)(a)=[nta),nz(0ta)], 其 端点 是 上 和 wa 的 函数 ,0 
=<a<I. 
定义 4.14 R L,R 是 [0,+%) 到 [0,1] 上 的 连续 函数 , 且 均 
是 严格 递减 的 ,并 L(0)= R(0)=1,L(1)= R(1)=0, 则 由 从 属 
函数 


LÍ n,2(t)— x 


ED , n ((t)<z=<n>(t) 


pll N(:))= xz- nlt) 
Re 


0 ， 其 他 


), aa<) 


(4.2.17) 
定义 的 实 模 糊 数 N(z ) 称 为 L-R RRRS, REP L, RASEN 
(z) 的 左 、 右 隶属 函数 。 

定义 4.15 设 对 于 1E(a,65) 及 a€E[0,1],ni(t,a) 关 于 1 
的 ( 偏 ) 导 数 元 ,(z ,a) 存 在 ,i =1,2, 则 称 对 ¿€ (a,5),F(1)=N 
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(zi) 的 导数 存在 , 记 为 F (t), E E — 3 5 WI f E ,其 隶属 函数 为 
Ap 人 (zlECt))=suapialz=pta)z=za(ta),0 委 c 委 1| 
(4.2.18) 
(这 里 约定 空 集 的 上 确 界 为 0, 故 对 0< <1,3 z2Zhi(t,a)3 z 
#Æn(t,a)if, yC F (zt))=0). 
4.2.4 实数 集 到 模糊 复数 集 C(C* ) 的 映射 函数 的 导数 
SCC ) 表 示 模 糊 复数 (广义 模糊 复数 ) 集 。 
设 Fi(a,b)>C"*,(a,b)C(- oo ,oco) 
则 F(z)=2Z(1)， tEla,b) 
Z(z) 的 ( 弱 )a 截 集 记 为 Z(1)(a), 也 可 以 记 为 Q.(a),0< a <1, 
Z(1)(0) 为 Q,(a) 之 并 的 闭 包 ,0< a<1, 
假设 Z(2)(1)= |z (t) EARE, atb, z ORTF Ala) 
的 内 部 。 对 任意 a REN Ca), 0Sa<1. ERFAN, h z,( ME 
工 轴 正 向 作 角 8 ,而 射线 工 (8) 如 图 


lr) 


z(t, Q, B) 
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用 30Q,(a) 表 示 0Q,(a) 的 边界 : 


L(B)NIN,la)=S(t,a,ß) (4.2.19) 
称 F(z) 是 星 形 的 , 当 且 仅 当 S(t ,a,B) 是 一 单 点 集 , 记 之 为 :z(t， 
a,B),0<a <1,0< a< 2<x. 


为 使 8 取 值 于 闭 区 间 ,将 其 取 值 范围 扩 为 0 委 8 委 2x( 只 要 z(t, 
a,0)= z(t,a,27)). 
W z(t,a,8)= 7r(t,a,P) + iy(t,a,B) 
对 所 有 tra, p BE z(t,a,B),y(t,a,B) 关 于 + HFRS) 
(zt,a,B),y(t,a,B) 存 在 。 下 面 介绍 F(z) 的 两 种 导数 定义 。 
定义 4.16 设 F(t)=Z(t)EC'* 是 星 形 的 ,1 € (a,b), F 
(z) 是 一 复 模糊 数 子 集 , 它 是 用 下 列 隶 属 函 数 定义 的 : 
m(z)= = (z=]|F'(t2))= suplal|z=Z(t,a,B)+ iy(t,a, 
8B),0<a<1,0<8=<2x| (4.2.20) 
F(R a 截 集 记 为 已 (ti)(a),0 委 c 委 1. 
引 理 假设 之 (te,p8),y(ta;B) 是 a,p8 的 连续 函数 , 则 
(a)# ji(z)=a,0<a<1, 则 存在 一 8" E[0,2x] 使 z =z 
(t,a,B*)+iy(t,a,B*) 
(b)F° (z)(0)= Re x Im 
(cF (2)(1)= |121(2)} 
(qd)F'(t)(a)=TT(a),0<a<1, 其 中 
T(a)=|Z(t,y,08)+ iy(t,y,0)|l a <<y<1,0<8<2<x] 
(4.2.21) 
此 引 理 的 证 明 见 文 [40] 。 
定义 4.17 $ 
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a) (z)= plal ReF(t))= supla|z>=Z£(t,a,8),0< Í < 


1,0<8=<2x!| (4.2.22) 
p(y)= py) mF (t))=suplaly=ylt,a, f), 0Sa <1, 
0<8<2x|! (4.2.23) 


则 F aE C 上 的 一 个 模糊 子 集 ,其 隶属 实数 为 

12(z)= pz{ F (t))= min(p (x), u (y)) (4.2.24) 

其 中 x= x+iy€C, 

显然 : Ali(z)=Ap2(z) (4..2.25) 

(4.2.25) 式 的 证 明 直 接 用 定义 即 可 , 详 见 文 [41]. 

定理 4.10 对 所 有 zE(a,5), 若 Xi),Y() 为 三 角形 (或 
梯形 或 LR 型 ) 模 糊 实数 ,F(:)= 文 (1)+iY 了 (1), 则 按 定义 4.17 
有 

F(ti)=X (2) +; Y (t) (4.2.26) 
其 中 X G), Y (zi) 对 所 有 1:€(a,6) 均 存在 . 

此 定理 由 前 述 有 关 定 义 及 引 理 直接 得 证 。 

根据 定理 4.10 的 结论 及 a 截 集 的 性 质 我 们 可 以 推出 下 列 定 
理 成 立 。 

定理 4.11 HHA Ela, b), X(t), Y(t), U(t), V(t) 
均 为 三 角形 (或 梯形 或 LR 型 ) 模 糊 实 数 ,并 设 

F(1)= X(t)+i Y(t) 

G(t)=U(t)+i V(t) 
则 按 定义 4.17 有 

[F(t)+G(2)] = F(t)+G (2)=(X (t)+ U (t))+i 
(Y (1)+ V (1)) (4.2.27) 
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tC (a,b) 


a<t<b,X (t), Y(t),U (t), VC) 均 存 在 . 

4.2.5 一 元 复 模糊 集 值 函数 的 高 阶 导数 [1 

定义 4.18 BSU) HRR RRE RR, f ( z ) B) SP BS 3 , lB] Y. 
(或 反 序 ) 导 函数 了 (z) 分 别称 为 一 阶 导数 和 一 阶 同 序 ( 或 反 序 ) 导 
数 ;如 果 了 (1) 存 在 , 则 称 

(f (2)) =r) 
为 了 (7) 的 二 阶 导 数 ,或 二 阶 同 序 导 数 ,或 二 阶 反 序 导数 ;也 可 记 


d2 Fi) 
为 一 这 一 ;如果 了 (4) 存在 , 则 称 


(f (2)) = a) 
为 f(z) 的 三 阶 导数 ,或 三 阶 同 序 导数 ,或 三 阶 反 序 导 数 , 也 可 记 为 
dz) 

ar j 

依 此 类 推 , 复 模糊 集 值 函数 f(1) 的 n 一 1 阶 导数 的 导数 ,n - 
1 阶 同 序 导 数 的 同 序 导数 和 n — 1 阶 反 序 导数 的 反 序 导数 分 别称 
RAOR n 阶 导 数 ,n 阶 同 序 导数 和 阶 反 序 导数 , 记 为 fo 
(z), 即 

FPO EEY 


d" f(z) 
也 可 记 为 一 一 一 。 
dt 


二 阶 与 二 阶 以 上 的 导数 , 同 序 导数 和 反 序 导数 ,统称 为 高 阶 导 
数 。 从 高 阶 导数 的 定义 可 以 知道 , 求 高 阶 导数 无 非 是 反复 运用 求 
一 阶 导 数 的 方法 。 
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定理 4.12 设 /(;) 为 复 模糊 集 值 函数 ,并 且 其 n 阶 同 序 导 
数 (或 n 阶 导数 、n 阶 反 序 导数 ) 存 在 ,A (it) 为 n 次 可 微 的 实 冰 ， 
数 , 则 

TALAFI E CA ORO) (4.2.28) 

4.2.6 多 元 复 模糊 集 值 函 数 的 偏 导数 

我 们 仪 讨论 二 元 的 情形 ,n( 衬 3) 元 的 情形 类 似 。 

定义 4.19 (1) 设 了 ,QOSER, 称 

fáTxQ—I(R)= [z,y]lz=,y€ R, Syl, 

(¿,o)>f(t,o)=[f (t,o),ft(t,o)] 
A Tx Q 上 的 二 元 区 间 值 函数 。 

(2) 称 f: Tx Q— Fo(R),(, w)—> f(t, w) 为 定义 在 Tx 
N 上 的 二 元 实 模糊 集 值 函数 ,其 a 水 平 函数 定义 为 

faltso) A ft, w) Alfa (trw), fi (t,o)] 

MRX VaE(0,1], fa (trw), fi (t,o) Æ Tx Q LIIT 
分 , 则 称 fro Tx Q 上 可 微分 。 称 

ftw)A aflt,w) (4.2.29) 


为 (+,w) 关 于 :的 偏 导 函数 ,也 可 记 为 六 f(:,w), 其 中 
Falto) = [min{ falto), fi,(t,w)}, 


max] f; (t,o), f2:(t,w)}] (4.2.30) 
称 
了 tw) 人 Y afa.(t.o) (4.2.31) 


Iflt,w) 
为 fUo) 关于 o 的 偏 导 函 数 ,也 可 记 为 一 一 ,其中 
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fa. = [min] Z, fal max! fr. faal] (4.2.32) 
如 果 对 Va€(0,1],V(i,w)ETXO, flt, o) Sf], lt, 
w), foultr o) Sfi a(t 0), WAIE 


f (r.o) Ü ofitsw0), fa (r.o) (4.2.33) 
{ois wo)E U a[fa. (6), 大 (to (4.2.34) 


为 f(z ,w) 关 于 t 和 关于 ow 的 同 序 偏 导 函数 。 

如 果 对 Va€(0,1], Y (t,o )ETXNA, fi (t, o) filt, 
w), faults w) f. (to), MAIER 

LA Y lw) fe (t.o)] (4.2.35) 

f.Gr,o)a Y a[f2.(r,o),f oltsw)] — (4.2.36) 
为 f(z,w) 关 于 t 和 关于 w 的 反 序 偏 导 函数 。 

(3) 称 f: Tx Q—- CO (C),(t,e)—>f(t,e)= h(t,o)+ig 
(to ) 为 定义 在 Tx 0 上 的 二 元 复 模糊 集 值 函数 ,其 a 水 平 函数 
定义 为 

大 (to)=ho(to)+igo(two) 人 CCtw))。 

=( 有 (tw)+ 记 (tw))。 
Alfalt,w), fa (t,w)]+ ilga (tw), gx (tw)] 

如 果 h(t,o),g(t,o)38 t 和 关于 w 的 偏 导 数 (或 同 序 、 反 
序 偏 导数 ) 分 别 为 Sh G, w), = h(r,e),P8(t,e),2g(r,o), 
MJ f(z,w) 关 于 t 和 关于 w 的 偏 导 数 (或 同 序 偏 导数 、 反 序 偏 导 
数 ) 分 别 为 


Z fiw) Rh, w) ti Zg) (4.2.37) 
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= fa, w) = 本 hl, w) ti gto) (4.2.38) 


此 定义 的 合理 性 在 于 
定理 4.13 ” 设 复 模糊 集 值 函 数 /(+,%)=h(t,w) tig, 


w) 关 于 上 和 w 有 同 序 (或 反 序 ) 偏 导数 , 则 
对 a€(0,1],Y (ti,w)ETxXQ, 


9 ð _ ð + 

gg fea) = lge Oo), Jire (tw)] 
+ iler (tw) Zei (to)] 

T Salto) =l h rw) hi (tse)] 


+ iles (trw) ei (t,o)] 
Z falto) = [Dh Gro), Zhi (t,e)] 
tt 00) eee Ce 
Jw fs) = [2 Shi (trw), h; (t, w)] 


+ i[ 了 ed (tw) g; (tw)] 


HRSS- hti Za f= h + i 了 gE C8(C) 为 复 模糊 集 
值 函数 。 

下 面 讨论 二 元 复 模糊 集 值 函数 的 高 阶 偏 导数 。 

定义 4.20 ” 设 二 元 复 模糊 集 值 函数 f(1,4) =h(t,w)+ig 


(z,w) 在 Tx Q 区 域内 具有 同 序 ( 或 反 序 ) 偏 导 守 8F(t,w) 和 了 
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(r,o), WRZE, MZE, ETXA 区 域内 也 具有 同 序 
(或 反 序 ) 偏 导数 , 则 称 它们 为 f(z,w) 的 二 阶 同 序 (或 反 序 ) 偏 导 
数 。 依 照 对 变量 求 导 次 序 不 同 则 有 下 列 四 个 二 阶 同 序 (或 反 序 ) 信 
导数 : 


22 Ə2 . 82 
Kasa 228 
_ 82 


_ Ə2 
Aa U al h Zont ]+i al r: ,2558ge ] 


a€ (0,1] It a€ 0,1] 


. z 
(3S TI K 


A U al 3 =—h¿,=—=— hi ]+ Y el-e; Z ] 
et “9t9w ° Faa ci ItIw t  ItI w" 
a2 3 
= +; 
Oaa PETAN -m 
2 ` Ə 3? 82 
A oo ,— + + . 一 — + 
apas Baai wa MEE MAET dwaree | 
3? 2? 
4)—; +i — 
( 3a = go Zh i pas 
a U alh, zhi] +i U alg ,gt 
= e0 Jw? z “ 1 em Jow E pQ 28“ 


UPO T (3)895CE8FUECE E F MERESEIRE) 
偏 导数 。 

同样 可 得 到 三 阶 \、 四 阶 ,…, 以 及 n 阶 同 序 ( 或 反 序 ) 偏 导数 。 
二 阶 以 及 二 阶 以 上 的 同 序 ( 或 反 序 ) 偏 导数 ,统称 为 高 阶 同 序 ( 或 反 
序 ) 偏 导数 。 

此 定义 的 合理 性 在 于 

定理 4.14 设 复 模糊 集 值 消 数 f(r,o)= h(t,o)+ igl, 
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w) 
# Tx Q 区 域内 具有 二 阶 同 序 ( 或 反 序 ) 偏 导数 , 则 对 YaE 
(0,1],V (z, r 


32 
Z =Z ha -ht 1+ i 25 Ea ael] 


22 2 _ 2# , . . 2 ， 
= + —h ,— a 
TER EEPE raahe | : [Sg ataws ] 


82 3? 


h; 3 htJ+i [2 - 2 +] 
Jug [gwar “90w90t “ : Jwa" Jwt" 


2 3? 32 32 32 + 
_ ha ? h; +i Lo a92 3 a ] 
Jor lagae goe t i E ,aa58 


并 且 
3? 82 I 2 82 32 82 


2 . 
一 +; = + — ; 
3 3t? h t 3t? Erpa 9t9w ht: ItIw E 


a «9 8 a 3 .92 F 
Judt L Judt Et E Jot EIo Jo ht ga EEO 
均 是 复 模糊 集 值 函数 。 


54.3 模糊 值 函 数 的 曲线 和 曲面 积分 


4.3.1 区 间 值 函数 的 积分 与 模糊 值 函 数 的 曲线 与 曲面 积分 
下 面 先 给 出 区 间 值 函数 与 Fuzzy 值 函 数 在 平面 或 空间 的 可 
度量 的 几何 体 上 的 积分 ,进而 给 出 区 间 值 函数 与 Fuzzy 值 函 数 的 
曲线 积分 和 曲面 积分 ,并 讨论 它们 的 性 质 和 计算 方法 。 为 精练 起 
见 , 给 出 的 定理 均 不 加 证 明 ,读者 可 参见 [45] ,[28] . 
定义 4.21 设 OQ 是 平面 或 空间 可 度量 的 几何 体 ,F= [ 广 ， 
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f° ] 是 定义 在 2 上 的 区 间 值 函数 , 若 S ERA 上 均 可 积 , 则 称 
区 间 值 函数 在 几何 体 2 上 可 积 , 且 


fajfn (4.3.1) 


由 此 可 知 | Fe R. | 

定理 4.15 设 0 是 平面 或 空间 可 度量 的 几何 体 ,了 是 定义 在 
a 上 的 区 间 值 函数 ,车 了 在 0 上 连续 , 则 在 几何 体 0Q 上 可 积 。 

注 记 1 4 是 区 间 [a ,2] 时 ,(4.3.1) 式 就 是 区 间 值 函数 的 
定 积 分 。 记 作 : 


[Fear 全 fr (z)az,| r (z)dz]. 


注 记 2 当 Q 是 平面 或 空间 曲线 工 , 则 称 (4.3.1) 式 为 定义 在 
曲线 L 上 区 间 值 函数 了 在 曲线 L 上 的 曲线 积分 ,特别 记 作 


| Kayas atf f (z,y)as,| f (z,y)ds]. 

L. L L 

或 

| Kasy,z)ds A [| f (z,y,z)das,| ft (z=,y,z)ds]. 
L L E 


这 里 ds 为 曲线 工 的 弧 微 分 。 
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注 记 3 4 0 是 空间 曲面 块 S 时 , 则 称 (4.3.1) 式 为 区 间 值 
函数 f(z,y,z) 在 曲面 S 上 的 曲面 积分 ,特别 记 作 


|a... z) as 全 中 六 Cey e)as, |e (z,y,z)dS] 


这 里 dS 为 曲面 S 的 面积 微 元 。 
4.3.2 积分 性 质 
定理 4.16( 线 性 性 ) 设 0 是 可 度量 的 几何 体 ,fF、g 是 定义 
EN 上 的 区 间 值 函数 , 若 Fg 在 2 上 可 积 , 则 Va、BER,(a f+ 
Bg) 在 LTH, H 


| F+ ae =al F+ [z (4.3.2) 


定理 4.17( 积 分 域 的 可 加 性 ) 设 Q 可 被 划分 成 有 限 个 相连 
接 的 可 度量 的 小 几何 体 Q;(i=1,2,…,k), 若 f 在 0 上 可 积 , 则 大 
在 Qi(i=1,2…,k) 上 也 可 积 , 且 


|; š: ` | (4.3.3) 


KZ,# f fEQ,Gi=1,2,-- kb) LØITE, MJ f #£ Q 上 可 积 ， 
且 (4.3.3) 成 立 。 


定理 4.18 设 Q 是 可 度量 的 几何 体 ,f,g 是 定义 在 Q 上 的 
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区 间 值 函数 , 且 f,g ERN 上 可 积 , 若 VPEQ,FCP) 和 g(P), 则 


Jala 
定理 4.19 i Q 是 可 度量 的 几何 体 ,f.g 是 定义 在 Q 上 的 
区 间 值 函数 , 且 fg 在 2 上 可 积 ,车 VY PEN,f(P)Cg(P) 则 


4.3.3 区 间 值 函数 的 曲线 积分 计算 
定理 4.20 设 有 光滑 曲线 
r= e(t), 
ñ. tC (a ,B]. 
区 间 值 函数 f 是 定义 在 曲线 上 上 的 连续 函数 , 则 


[Fesas = [Fega Vo Pr to Par. 
(4.3.4) 
定理 4.21 设 有 光滑 曲线 
r= x(t), 
aseo, :C[a,B]. 
z=z(t), 


KEERA f(z,y,z) 是 定义 在 曲线 L 上 的 连续 函数 , 则 
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| Fz,y,2)ds = [Few 


yJ D E EF + (y Y + (z(t)) dt. 
(4.3.5) 


4.3.4 区 间 值 函数 的 曲面 积分 的 计算 
定理 4.22 设 有 光滑 曲面 
S:z=z(x,y) (z,y)ED 

了 是 定义 在 曲面 S 上 的 连续 区 间 值 函数 , 则 


fFe, zas = MERER 1 + z? + zsdzdy. 


(4.3.6) 


定义 4.22 设 有 光滑 曲面 
X=x(u,v), 

S:4y=y(u,v), (u,v)ED 
z= z(u,v), 


4 一 D(z, ) D( z) D(z,z) 小 
且 其 雅 可 比 行列 式 只 42 DO Deer) ht D 上 至 少 有 


一 个 不 等 于 零 ,f(z,y,z) 是 定义 在 曲面 S 上 的 连续 区 间 值 函数 ， 
则 


由 seas = [F(z C30) ,yu 0) ,Cu,0)) V EG - F’ dudv. 


(4.3.7) 
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其 中 E= z? ty, tzl, F= zz, t yy, t zz, , G = x + y + zÇ. 
4.3.5 Fuzzy 值 函 数 的 曲线 Fuzzy 积分 和 曲面 Fuzzy 积分 
1. 基 本 概念 


定义 4.23 设 O 是 平面 或 空间 可 度量 的 几何 体 ,了 是 定义 在 
人 2 上 的 下 函数 , 若 VAE(0,1], 了 的 A RAHA 在 Q 上 可 积 , 则 称 


F 函数 六 在 几何 体 O 上 分 层 可 积 ,简称 Fuzzy 可 积 , 记 下 可 积 , 其 
积分 | 


|; A Yalah = Yaf .| 11 (4.3.8) 


xe 
# | f 为 下 函数 /在 几何 体 0 上 的 下 积分 。 

定理 4.23 设 Q 是 平面 或 空间 可 度量 的 几何 体 , 若 了 是 在 
几何 体 Q 上 连续 的 F 函数 , 则 下 函数 六 在 上 下 可 积 。 ` 

定理 4.24 iË 0 是 平面 或 空间 可 度量 的 几何 体 ,f 是 定义 在 
Q 上 的 函数 ,车 了 在 0 上 下 可 积 , 则 | f e F(R), 且 

SPa ASA 

Eh an = (1- LATA € (0,1],n = 1,2,0. 

证 明 $ H:(0,1]—> R 

aH a f A= f f 11. 


# AA WLS (P), fE CPOIDIS (P), fi (P), PEO. H 
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BE 4.19 
ci) #2 fi) 


由 Fuzzy 数 的 表现 定理 


[f= = di i e Fa, 
H 

G = Aae | 

H À, = AO- na € oaf f 的 隶属 函数 为 

_ 1, z€ [m ,m`], 
(| Ds) — 4L(z),z=<m` , 
R(z),z=>m*`*, 

其 中 , m = 六 lim | fi L2) = V là | 
<h RG) = y la 1 | 六 > zh 


2 <i 


注 记 1 当 0 是 区 间 [a,65] 时 ,(4.3.8) 式 就 是 Fuzzy 值 函数 
的 下 定 积分 ， 


b~ b 
[Faar a Y Af Alada 


b b 
Ze J Alf C)az,| f(x)az] 
注 记 2 4 Q 是 平面 或 空间 曲线 段 时 , 则 称 (4.3.8) 式 为 


定义 在 曲线 L 上 的 Fuzzy EAR F ERR L 上 的 曲线 Fuzzy 积 
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分 ,特别 记 作 
Le, y)ds a. Ü Af Ayas 


= Y Af 六 (za /1(z,>)as), 
或 
[Kæsa a Y af f(r,y,z)ds 


Ha 


= Yaf, fi(z,y,z)ds, | fz, y,z)ds]. 
其 中 ds 为 曲线 段 工 BMA. 
注 记 3 当 0 是 空间 曲面 块 S 时 , 则 称 (4.3.8) 式 为 定义 在 


曲面 S 上 的 Fuzzy 值 函数 六 在 曲面 S 上 的 曲面 Fuzzy 积分 ,特别 
记 作 
[a.s A 2, L 
= Watje, y,z)dS, Jre. y,z)dS]o 


其 中 aS 为 曲面 S 的 面积 微 元 。 
2. 积 分 性 质 


定理 4.25( 线 性 性 ) 设 Q 是 可 度量 的 几何 体 ,fg 是 定义 


EN 上 的 下 函数 ,车 了 .Z 在 Q 上 可 积 , 则 Va,8ER,(2af+8g) 
在 n 上 也 可 积 , 且 


| (af + pa) = a| f+p] a (4.3.9) 


定理 4.26( 积 分 域 的 可 加 性 ) 设 2 可 被 划分 成 有 限 个 相连 
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接 的 可 度量 的 小 几何 体 Q,(i =1,2,…,k), 车 了 在 0 上 可 积 , 则 f 
在 Q,(i=1,2…, 育 ) 也 可 积 , 且 


| 2 (4.3.10) 
反之 ,车 了 在 Q.(i=1,2,…,k) 上 都 可 积 , 则 了 在 Q 上 可 积 , 且 (4. 
3.10) 式 成 立 。 
”定理 4.27 i 0 是 可 度量 的 几何 体 ,fg 是 定义 在 0 上 的 下 
函数 , 且 Ag EN 上 都 可 积 ,车 VY Pe n,f(P)<z(P),M 
z< 

定理 4.28 设 0 是 可 度量 的 几何 体 ,了 .& 是 定义 在 Q EB F 
函数 , 且 fg En 上 都 下 可 积 ,车 V PE 0,f(P)Cg(P), 则 

[scele 

3. Fuzzy 图 数 的 曲线 Fuzzy 积分 的 计算 

定理 4.29 设 有 光滑 曲线 

i t€E[a,B] 

y= y(t), 
Fuzzy 函数 F(z,y) 是 定义 在 曲线 L 上 的 连续 函数 , 则 


| ra = SFO VEO ry Pa 


会 ,< ACOR TO) Vlg (OJ +p (Pd 


A YAROO, ye)) VTO OPa, 
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ACOR ORITITI 
定理 4.30 设 有 光滑 曲线 


r=x(t), 
L:437= y(t), t€[a=,B) 
z=z(t), 
Fuzzy 值 函 数 f(x,y,z) 是 定义 在 曲线 L 上 的 连续 函数 , 则 
| za - KEORORO) 
VIz (D) + [y (D) + [e G) Pdt. 
4. Fuzzy 值 函 数 的 曲面 Fuzzy 积 的 计算 
定理 4.31 设 有 光滑 曲面 
S:z= z(x,y) (zx,y)ED 
Y(x,y,z) 是 定义 在 曲面 S 上 的 连续 的 Fuzzy 值 函数 , 则 


[f(x,y,2)dS = [f(z,y,z(z,y)) 


íV 1+ z + zsdzxdy 
U A [f.(z,y,z(z,y))V/ 1+ z; + zydrdy 


A 
a€(0,1] 


定理 4.32 设 有 光滑 曲面 
r=x(u,v), f 
s, (u,v)ED 


z= z(u,v), 


2— D(z, ) D( , z) D(z,zx) /人 — 
且 雅 可 比 行列 式 万 (2 和 ,万 (2 D o) P 3 pi 个 不 等 


于 零 , f(z,y,z) 是 定义 在 曲面 S 上 的 连续 区 间 值 函 数 , 则 
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[f(x,y, z) aS = Jflælu,v) y(u, 0), z(u, v)) EG = F 
dudv= Ų à [fillu v), ylu, v), z(u, v)) V EG- F° 


dudv. 


其 中 E= r? + y; t zg, F = z,z, t YuYu t zz, G = z% + yo 


+ z2o 
$4.4 复 模糊 集 值 函 数 的 积分 


本 节 给 出 定理 均 不 加 证 明 , 读 者 可 参见 文 (中 有 关 章 
节 。 

4.4.1 一 元 复 区 间 值 函数 的 积分 

定义 4.24 设 

f(z2)=h(t)+ig(t)=[h (t),h*(t)]+i[g (1),g (1)] 
是 TT 上 的 复 区 间 值 函数 。 如 果 h (t), h(t) g (t), gt (1) 均 
在 上 可 积 , 则 称 复 区 间 值 序数 f(1)= h(t)+ig(z) 在 TT 上 可 
积 , 并 且 称 闭 复 区 间 数 


| soa a | AC): +i | ecoa 


和 A de (t)dt, |: (t)dt] 


tilf z Oar, g*a] (4.4.1) 


为 f(e)=h(t)+ ig(t)fE T EWR. 
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根据 此 定义 与 闭 复 区 间 数 的 运算 性 质 容 易 得 到 

定理 4.33 设 Fi),g(t) 均 是 工 上 的 复 区 间 值 函数 , 则 有 

(DWR T= TIUT,, B TIT, = Z,WJ f(¿)£# T Eu # 
分 当 且 仅 当 f(z) 在 Tj 与 T, 上 可 积 , 并 且 


f /Ca = L f(t)dt f flt)dt 


(2) 如 果 f(z),g(z) 均 在 荆 上 可 积 ,f(1)+ g(r)# T LET 
积 ,并 且 


| re) + g(t)]dt = Or + | ea 


(3) 如 果 f(z) 在 上 可 积 , 为 常 复数 , 则 f(z) 在 了 上 也 
可 积 , 并 且 


Or = k| far 


(4) 如 果 f(z),g(z) 都 在 荆 上 可 积 , 且 对 YiET, 恒 有 fO) 
g(t), W 


| /ar S| ga 


4.4.2 多 元 复 区 间 值 函数 的 积分 

我 们 仅 讨 论 二 元 的 情形 ,n( 宇 3) 元 的 情形 类 似 。 

定义 4.25 设 

f(t,o)=h(t,o)+ iglt,w) 

=[h (t,e),h*(t,eo)]+i[g (t,e),g1(t,e)] 
是 D= Tx 9 上 的 二 元 复 区 间 值 函数 ,如 果 h (r.o), ht (t, 
w),g (zt,w) 和 g!*(z,w) 在 D 上 均 可 积 , 则 称 f(1,w)=h(i， 
w)+ig(t,w) 在 D 上 可 积 ,并 且 称 闭 复 区 间 数 
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ewan a [itodo + feco drao 
A 路 u | (t,w)dtdw ] 


+ il fe (2,0) dido, lar (t,w)dtdw] (4.4.2) 


为 f(t,w)=h(t,w)+ig(t,w) 在 DD 上 的 积分 ,n TAK HA R 
数 的 积分 可 类 似 定义 。 

二 元 复 区 间 值 函数 的 积分 与 一 元 复 区 间 值 函数 的 积分 有 类 似 
的 性 质 , 现 叙述 如 下 : 

定理 4.34 É flt,w), glt, o) BEKR D=Tx0 上 的 二 
元 复 区 间 值 函数 , 则 有 

(1) 如 果 区 域 D 可 分 为 两 个 区 域 D 与 D,, W| flt, w) Æ D 
上 可 积 当 上 且 仅 当 f(t,w) 在 Di 与 D, 上 可 积 ,并 且 


|ve,oyaae = = le. w)dtdw + IO 

(2) 如 果 f(z ,w)， i7 ORED 上 可 积 ， 则 f(z,w)+g(z, 
w) 在 D 上 也 可 积 , 并 且 

ro) + zG.o))aao = roado + fec, 


w )dtdw 
(3) 如 果 f(t,w) 在 D 上 可 积 ,为 常 复数 , 则 kft, w) ED 
上 也 可 积 , 并 且 


[uC w)ataw = = 可 re w ) dtdw 


(WMR f(t,w) glt, w) RED ETR, ERY (i,w)ED， 
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恒 有 f(t,w)Sg(t,w), 则 

Cs) ardo © gl,o) aao 

4.4.3 一 元 复 模糊 集 值 函 数 的 积分 

定义 4.26 设 f(t)=h(z)+ig(:) 是 复 模糊 集 值 函 数 ,如果 
对 VaE(0,1],f(z) 的 a 水 平复 函数 

ft)=h (t+ ig(t)= [hs (t), hi (t)]+i[lg; (t), ge 
(z)] 
在 了 上 可 积 , 则 称 f(z)=h(t)+ ig(t) 在 TT 上 可 积 ,并 且 称 


[Adi a | hdi + if gar 


A Yaf heldt ti Yaf ga 


A alf ni),| hilea] 


a€ (0,1] 
+i Wot) garf eia] (4.4.3) 
为 f(z)=h(t)+ig(t) 在 TT 上 的 积分 。 
此 定义 的 合理 性 在 于 
定理 4.35 设 f(t)=h(t)+ig(1) 为 复 模糊 集 值 酉 数 ,并 且 


[OET ETR 
O) f KoDa = | Ade + if gedi € cg(C) 
(2) 对 Va E€ (0,1], 


(| Ade = [fea = aa + if g(a 
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= [aza | A; (1) a 


+ (| (Da eiar] 


复 模糊 集 值 函数 的 积分 具有 下 列 性 质 : 
定理 4.36 设 A(:),B(1) 均 是 了 上 的 复 模糊 集 值 函 数 , 则 


有 
(1) 如 果 全 = TIUT,, 且 T, T,= 2 ,MJ A(z) 在 下 上 可 积 


当 且 仅 当 A(z) 在 Tj 与 T， 上 可 积 , 且 
[aca = | A(t})dt +f A(t)dt 
T~ T T, 


(2) 如 果 A(t), B(£) 在 人 上 可 积 , 则 A(t) + B(z) # T E 
也 可 积 , 且 

| (A(t) + B(t))dt = | A(t)dt +f B(:)dt 

T 和 ~ ~ T~ T~ 


(3) 如 果 4(z) ETETA, B k IRAR MRAU ETHE 
也 可 积 , 且 

[ aa = kf Aoa 

T~ T~ 

(4) 如 果 AC), BC) fE T ETR, B 3 Yi € TAEA Al) 
S B(z), 则 

| aCWae| Boae 
. T~ TN 


4.4.4 多 元 复 模糊 集 值 函数 的 积分 
定义 4.27 É flt,w)=hlt,w)+ iglt, w) E EXED=T 
x TEM -TEARM RER, WR V aC (0,1],f(t,w) 的 a 
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水 平复 函数 
f.Gt.o)= h (t,o)+ ig,(t,o) 
=[h; (t,o),h2 (t,o)]+ ilgi (tw), ga (t,o)] 
在 D=TXQ 上 可 积 , 则 称 f(t,w)=h(t,w)+ig(t,w) 在 D= 
Tx Q 上 可 积 , 且 称 


flt,w)didw = ||h(t,w)dtdw + i||g(t,w)dtdw 
a U a [h(t e) ado 
a€(0,1] 5 


+i U a [e(t , w) dido 
a€ (0,1] ° 


= Ae. nal fh: Ctr w)didw, [RG o) asao] 
a G D D 


ti U al fe: o) aao, ffe: ,0) ao] 


€ (0,1 
D 


(4.4.4) 
为 f(ti,w) = hlt, w) + igt o) 在 区 域 D 上 的 积分 ,n 元 复 模糊 
集 值 函数 的 积分 可 以 类 似 定义 。 
此 定义 的 合理 性 在 于 
定理 4.37 设 f(i,w)=h(i,w)+ig(t,w) 为 区 域 D 上 的 
二 元 复 模糊 集 值 函 数 , 且 f(t,w) 在 D 上 可 积 , 则 


a) Ca. )aao = ayaqa 


+ i feC o draw € CE(O) 


D 


(2) Xf Ya € (0,1] 
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( f(t,w)dtidw), = falt, w)dtdw 
l l 
= aG o) aao + i [elt w)didw 
D D 
= [|A] (t, w)dtdw, |h} (t,w)dtdw] 
[eee 


+ il feier w)ardo, [gt G o) atao1 
D b 


TARM RE RAR — u 5 ES 3k $E 18 R 3 BJ Py A 
完全 类 似 的 性 质 , 现 叙述 如 下 。 
定理 4.38 设 A(t,w),B(t,w) 均 是 D 上 的 复 模糊 集 值 函 


数 , 则 有 
(OMR D 可 分 为 两 个 区 域 Di 与 DM Al, v) D EY 
积 当 且 仅 当 A(z,w) 在 D. 5 D, 上 可 积 , 且 


aG.) aao = AG.) ado + AG.) ado 
D D, D, 


(2) 如 果 A(t,w),B(z,w) 都 在 D ETR, MJ Alw) + 
B(t,w) Æ D 上 也 可 积 , 且 


CAG.) = Ba, wddw = | AG.) 2846 


+ [BC ,w)didw 
D 


(3) 如 果 Alto) 在 D 上 可 积 ,为 常 复数 , 则 kA(t,w) 在 
D 上 也 可 积 , 且 


fe A(t, w)dtdw = k AG.) dide 
D D 
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(4) 如 果 Alt, w), B(t,w) 都 在 D 上 可 积 , 且 对 V(t,w) e 
DEH AU, o) SB, w) MW 


AG.) drdo < [| BO, w)didw 
b D 


§4.5 $ Fuzzy 测度 与 复 Fuzzy 积分 


本 节 介 绍 内 容 参 见 文 [38] 
1 复 Fuzzy 测度 


i R*=(0,+0],C*=tz+iylz,yER*}. 
定义 4.28 R X 是非 空 集合 ,wx E X 的 子 集 组 成 的 oc 一 代 


数 , 称 pA RA Fuzzy 测度 ,如 果 
(I)az(@)=0; 
(I 了) 车 ACB, 则 |y(A)| 夺 ly(B)|; 


DÆLA, PAI (Ü A,) = Limp(A,); 


DELAI? y 且 存在 no E] aCA I< + 0,0 uC A, 
(An)) = limu (An); 
RE A,B, A, En =1,2…) 

此 时 , 称 (X,w,w) 为 复 Fuzzy 测度 空间 

定义 4.29 复 Fuzzy 测度 jy 称 为 零 可 加 的 ,如 果 对 于 任意 的 
E,F€ Q, Ef F= ØH py(F)=0, 均 有 (ENMNF)=p(E). 

定义 4.30 É AC(-1,0)U(0,+ o°), 8 Fuzzy WE p 称 


为 -可 加 的 ,如 果 对 于 任意 的 4A,BEw%,AmB= 好 , 均 有 HA(A 
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UB)=pu(A)+y(B)+ìu(A)a(B). 

定义 4.31 复 Fuzzy 测度 4 称 为 上 自 连 续 的 ,如 果 对 于 任意 
W A. B,€ R limp(B,)=0, 均 有 lima (AUB,)= a(A). 

定义 4.32 复 Fuzzy 测度 jy 称 为 下 自 连 续 的 ,如 果 对 于 任意 
的 A,B, €AH limp(B,)=0, 均 有 lima (A - B,)= a (A). 

定义 4.33 复 Fuzzy WE u 称 为 自 连续 的 , 当 且 仪 当 它 既 是 
上 自 连续 又 是 下 自 连 续 的 . 

定义 4.34 称 (X,s%,w) 为 上 自 连 续 、 下 自 连 续 或 自 连续 的 复 
Fuzzy 测度 空间 ,如 果 复 Fuzzy 测度 jy 是 上 自 连续 、 下 自 连续 或 
自 连 续 的 . 

定理 4.39 设 (X,w,w) 为 上 自 连 续 的 复 Fuzzy 测度 空间 ， 
则 对 于 一 切 满 足 (En) 0 的 | 下 ,| CL, REER AEA 

(1) 存 在 | E,i 的 子 列 的 子 列 | EI C IE, I, EI limy 


(UEW)=0; 

CQ) limp AU(U EW))=p(A); 

(3) 存 在 1E,| 的 子 列 |E, ICE, ,使 得 (f UE, )=0; 

(pLAU(N UEP] = aCA). 

证 (1) 因 为 limp(E,)=0, 则 对 于 Ve>>0, 一 定 存在 自然 数 
zi, 使 得 |1w( Eu )| < 三 ,又 由 于 从 是 上 自 连续 的 ,因此 对 于 固定 的 
E, LA 人 (已 U 局 )=A(E) 于 是 存在 自然 娄 n fE iB |a 
(E, UE, )|<la(E,)| + 六 < 全 + 态 ,对 于 固定 的 E, U E, ,再 
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次 利用 jy 的 上 自 连 续 性 , 知 一 定 存在 自然 数 n, E aE U 


E, U E, )| <> tat 方 ,以 此 类 推 ,由 数学 归纳 法 知 ,可 选取 


IE, CIE E a ÜE) <S + 3 ta tuta tu =e. 


特别 , 取 。= 士 ,可取 |EW) C1E,1, 使 得 1p( 吕 E49)1 < B 
limp(U EP) = 0. (2) 因 为 p 是 上 自 连 续 的 ,又 limp( ÜE) = 
0, 所 以 有 lima (A U(Ü ED)]=p(A). 

(3) 由 于 jy(E,) 习 0, 且 车 ACB, 则 |y(A)| 志 |x(B)|, 故 
1PE9)1 的 选取 可 满足 条 件 | E, DIEP DIEP} D+DIEP]D 
n,Q E, = EBDG=12…), 于 是 ! Eu,| 是 !E。| 的 子 列 , 且 UE, C 
ÜEPCÜEP( =1,2,…), 故 有 u(Ô ÜE, ) = lim ( ŬE, ) = 
0. 

(4) 因 为 wk 上 自 连续 ,所 以 , 易 知 p 零 可 加 , 故 有 x[AU( 作 w 
(UE,)]=p(A)， EH. 

定理 4.40 设 (X,w,w) 为 下 自 连 续 的 复 Fuzzy 测度 空间 ， 


则 对 于 一 切 满足 (E) 0 的 1E,] € wx, 及 任意 的 AE wx. 
(1) 存 在 {E, 1 的 子 列 的 子 列 | Ew | C1E,1, 使 得 limp(A - 


UE,)=p(A). 
(2) 存 在 |E,1 的 子 列 |E, CIE, aCA- À ÜE) =y 


(A). 
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(证 明 与 定理 4.39 的 证 明 类 似 ,上 略 ). 

由 定义 4.28 可 以 看 出 下 面 的 命题 显然 成 立 . 

命题 4.1 Epu ER Fuzzy 测度 , 则 |j | 为 实 Fuzzy 测度 , 反 
之 不 然 . 

命题 4.2 若是 上 自 连续 .下 自 连 续 或 自 连续 的 复 Fuzzy 
测度 , 则 |y | 为 相应 的 实 Fuzzy 测度 ,反之 不 然 . 

命题 4.3 若 ji 和 js 都 是 实 Fuzzy 测度 ,那么 u= u + igo 
为 复 Fuzzy 测度 ,反之 不 然 . 


命题 4.4 若 u 为 复 Fuzzy WE, |x| 为 半 可 加 ( 广 一 可 加 ) 
实 Fuzzy 测度 , 则 


= mü 12lg1) 
ln3— m2 ` 


BETIM - 可 加 ) 概 率 测度 . 

命题 4.5 若 pi 和 uo 都 是 半 可 加 Fuzzy 测度 , 则 ¿ — + 
ipz 是 半 可 加 的 复 Fuzzy 测度 . 

命题 4.6 若 Ñu 都 是 概率 测度 , 则 

p=2[ err -14+ ¿("2 -1)] 
为 半 可 加 的 复 Fuzzy 测度 . 

2 复 Fuzzy 可 测 函 数 


记 R+*=[0,+co,C=lzt+iylzyERT 
定义 4.35 设 (X,w,n) 为 复 Fuzzy 测度 空间 , f; X— C 称 
为 复 Fuzzy 可 测 函 数 , 如 果 对 Va+ibEC,|irE€EX|Re[ f(z)] 之 
a ,I,[f(z=)]2 b] EA. 
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定义 4.36 B(X, 4, u) Ha Fuzzy 测度 空间 , £ (n = 1,2, 
), f: X> 为 复 Fuzzy 可 测 函 数 ,以 及 AEA. 

(1) 称 {fi 在 A 上 几乎 处 处 收敛 于 了 ,如果 存在 EC s, (E) 
=0, 使 得 { f,1 在 A 一 E 上 逐 点 收敛 于 f, 记 作 f, 一 fa.e. 

(2) 称 { fi! 在 A 上 的 所 几乎 处 处 收 全 于 了 ,如 果 存 在 F€ Z, 
(A 下 )= jy(A4), 使 得 {fj 在 A 一 下 上 逐 点 收敛 于 f, 记 作 f, 一 了 
b.a.e. 

ORI E A ERME) 收敛 于 ,如果 对 于 任意 的 > 
0, 均 有 

limy (all falz) - f(z)|>elfA)=0, 
WE f, pf. 

(4) 称 {1 在 A EWR u 收敛 于 了 ,如 果 对 于 任意 的 。>0, 均 
有 

limn(|z|]|f,(z)- flx) <e NA)= lA), 
记 作 f, PE 

(5) 称 f 是 几乎 处 处 有 限 的 ,如 果 

x({z||lf(z)|= 0%!1)=0 

定理 4.41 Ra 是 上 自 连续 的 复 模糊 测度 ,A € Z, B la (A) 
|< co ,车 可 测 函 数列 | £. | # A 上 几乎 处 处 收敛 于 几乎 处 处 有 限 
的 可 测 函 数 /, 则 对 于 任意 的 es>0, 一 定 存在 EC e,|#(E)| <e, 
使 得 | 户 } 在 A- 巨 上 逐 点 一 致 收敛 于 矿 . 

证 因为 w 上 自 连 续 , 所 以 jy 零 可 加 , 即 对 于 任意 的 E, FE 
L Ef F=Z,g(F)=0,# #(EUF)=zg(E).BÍ1/f,]# A k 


几乎 处 处 收敛 于 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ,因此 存在 F C Z, p 
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(F) =0, ERIE A-F READ SKOT f wA A-F iti 
H u 零 可 加 易 知 ,uw(A)= uA UF) gal). 

S Er = 内 Iz 一/|< 汉 | (m=1,2,…)(nEN), 显 然 有 
E7CE?CE3C…, 而 {1 在 A’ 上 逐 点 收敛 于 了 , 克 lim Er DA 
或 lim (A E?) = Ø, XAH p 是 上 自 连续 的 ,所 以 limp(A = 


En) =0, FEFE Er ,使 得 ,w(A -Eg )< (m= 1,2--). # 
记 F, =A- EZ W limp(F。)=0, 由 定理 4.39 知 , 对 于 任意 的 


e>0, 存 在 | Fw | 的 子 列 ,使 得 (Ü Fn) <e? E' = Ü F, , Ml E 
UF€. Bla(E UF)|=ls(E)| <=, FIERI f | # A- 
(EUF) 上 一 致 收敛 于 f. 


对 于 任意 的 e >0, 取 =m <. z€ A -F z€ A' 
但 xzEF, 于 是 zx€EA’ 且 xEF, 由 FF 的 定义 便 知 zE En, AM = 
€ Ñ IzlI6- fl<+1,BUL8 >k B z€ A -ENEA | /, 


(z)- fx) < 地 <e IRSE A - E ERABAT fo 
而 A’-E’=(A-F)-E=A-(EUF), 令 E=E UF, 则 E 
EL, |u(E)|= |u (E) <e, Bif E A-E LEA- KRAF 
f. 证 毕 

定理 4.42 B(X, Ap HEERKE Fuzzy 测度 空间 ， 
f, FERES FA Sn ,使 得 f. Sane. 

可 以 采用 与 普通 可 测 情形 完全 类 同 的 证 明 手 法 , 便 知 以 下 命 
题 的 正确 性 (参见 "31)。 
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命题 4.7 B(X, A, p) ER Fuzzy 测度 空间 ;1f,1 为 可 测 函 
数列 ,fg 也 为 可 测 函 数列 。 

(DE Ln fE A 上 几乎 处 处 收敛 于 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 
f.Hla(A)|<cço, JJI f. EA 上 必然 依 j 收敛 于 S: 

DEL E A 上 拟 几 乎 处 处 收敛 于 拟 几 乎 处 处 有 限 的 可 测 
函数 f, 则 | | 在 A 上 一 定 拟 依 jx KAF S; 

(3) 若 fay fM f ÆR Fuzzy Bn] W) Pç 2% ; 

(4) 若 f, f E f,zh M f 35 h 几乎 处 处 相等 ; 

OF fap Sogne , 则 对 于 任何 有 限 复数 a, p, afa + Bg, z af 
+ fg; 

(OF fag fignt gM fat gny fgs 

(7)# Sny f.g.u g B g, 和 g 几乎 处 处 不 等 于 零 , 则 f. /g, 
g fg. 

3 8 Fuzzy 积分 

EX 4.37 设 f EAA Fuzzy 测度 空间 (XX,w,y) 到 C+ 的 
复 Fuzzy 可 测 函 数 ,A € w, 则 称 


| aa 会 sup minta, plN,(Ref) N A+ i gup la, 


pLN,( Imf) N AJ? 
为 了 关于 wx 在 A 上 的 复 Fuzzy 积分 。 
这 里 N,(Ref)= {zlRe[(f(z))>al,N, (lImf)= {zr|Im(f 
(z))>a]. | 
由 定义 4.37 易 知 , 复 Fuzzy 积分 实际 上 就 是 将 两 类 特殊 
的 、 成 对 出 现 的 广义 三 角 模 s[z,y]j= min(z,y)#l s[z,yJ]= zy 
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意义 之 下 的 广义 Fuzzy 积分 在 复 域 上 的 推广 。 
EH 4.43 Ë Fuzzy 积分 具有 以 下 性 质 : 


(1)# f, < f> , WJ | f naa I<]! | da l; 

(DË (A) = 0, 则 | fdu = 0; 

(3) | jan z fs Xk, p du + ifs- X,, du; 
(4)ACB, 则 | | sau ISI | jän l; 

(5) mazli | ada IVI | Pa II <I |. V fo)dp |; 
Ofa V f)du = | kdy V | fau it k € (0,co).( 证 明 


是 直接 的 , 略 ). 
定理 4.44 设 fi 与 fi 几乎 处 处 相等 , 则 


(OË z 是 上 自 连 续 的 ,那么 f fidu š | fans 
(2) Ën 是 下 自 连续 的 ,那么 | fidu š |a: 


G) | Ada =: | an, 当 且 仅 当 p 是 零 可 加 的 ,( 证 明 是 直 


接 的 , 略 ) 。 
由 广义 Fuzzy 积分 的 收敛 定理 ,可 以 推 得 以 下 命题 。 
命题 4.8 设 所 (n=1,2,…),f 是 从 复 Fuzzy 测度 空间 (X， 


A, pE) C* 的 复 Fuzzy 可 测 函 数 ,f 几乎 处 处 有 限 ,fpf,AE s, 


则 lim| fn | fdn 的 充分 必要 条 件 是 yj 自 连续 。 


命题 4.9 设 扣 (n=1,2,…),f EAR Fuzzy 测度 空间 (X， 
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fn) 到 C1 的 复 Fuzzy 可 测 函数 ,| f, | E A C 上 单调 增加 收敛 
+ f, Wl lim| fdp = 2 


$4.6 复 模糊 函数 在 光滑 曲线 上 的 积分 


本 节 介绍 内 容 参 见 [??] 

下 面 引 进 复 Fuzzy 函数 在 光滑 曲线 上 的 积分 概念 并 讨论 其 
基本 性 质 , 为 复 Fuzzy 分 析 的 深入 研究 打下 较 好 基础 。 

用 C 表示 复数 域 并 假设 C 具有 通常 的 度量 和 范 数 及 其 生成 
的 拓扑 。 用 PORR C 的 所 有 非 空 紧 凸 子 集 组 成 的 类 。 在 P, 
(C) 中 按 通 常 定 义 加 法 和 标量 积 。 用 h 表示 Pi;(C) 中 的 
Hausdorff 度量 。 用 Z 表示 复 Fuzzy 集 , 其 隶属 函数 记 作 AEA 
Z), 4 0<a<1BF,Z Ha- RÆWHEIZ] =|zE€ClglzlZ)> 
<| ,特别 记 [Z]9= a( U [Z]. 

定义 4.38 PKZ 为 复 Fuzzy 数 ,如 果 

(ji )m(z1Z) 上 半 连 续 ; 

(i )[Z]° 紧 , 孤 连通 且 单 连通 ,0 委 c 委 1; 

(让 [GZ]: 非 空 ; 

(iv)Z 空格 Fuzzy Mo 

用 C 表示 复 Fuzzy 数 全 体 ,对 于 任何 Z、WEC, 记 H(Z, 
W)= sup,h([Z]*,[ 现 ]"), 则 (C,HH) 是 完备 的 度量 空间 ,简称 为 
复 Fuzzy 数 空 间 。 

定理 4.45 如果 ZEC, 则 
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(1[Z]° € P, (C),0<a=<1; 
(2)[Z]#&C[Z]% ,0<a <a, Sl; 


œ 


(3) 对 于 [0,1] 中 的 数列 fas,l? Za € (0,1], 有 [2]*= N 
[Z]. 

RZ ,# C 中 的 子 集 族 14*"10 委 有 委 二 满足 (1) (3), 则 存在 
惟一 的 复 Fuzzy 8 Z€ C ,使 得 [3] = A*,0<a<1l HZP = cl 
(L AA.. 

定义 4.39 设 DCC, 则 称 f:D 一 C 为 复 变量 复 Fuzzy 数值 
函数 ,简称 为 复 Fuzzy 函数 。 

定义 4.40 设 Pi.(C) 具 有 由 Hausdorff 度量 h 生成 的 拓扑 ， 
则 称 复 Fuzzy RA S: D>C 是 强 可 测 的 ,如 果 对 于 所 有 的 a € 
[0,1], 由 f,(z)=[f(z)]" 确定 的 集 值 映射 ,:D 一 P;(C) 是 可 测 
的 , 亦 即 对 于 任意 的 开 集 GE <, fi1(G) 为 Lebesgue 可 测 集 。 其 
中 x 是 P,(C) 中 Hausdorff 度量 h 生成 的 拓扑 。 

定理 4.46 ER Fuzzy 函数 f: D-—- (C, H) S W] f E 38 
可 测 的 。 

证 明 ; 设 zoED, 因 为 limH(f(z),f(zo))=0, 所 以 对 于 


0 
z€ D 


TEREK e>0, FE 8>0, 4 zE€EDHIz- zo| <8 H, E HF 
(z),f(zo))<e, 由 H BE X Sl. ENA hale), falzo))<e,a 
€[0,1]. FÆ f.:D—(P,(C),h)&2E Br A XF IE S BJ JF $E G 
€ (P,(C),s0) ,在 复 平 面 C 中 fi1(G) 开 ,因此 ,fi '(G)Lebesgue 
可 测 。 证 毕 。 
定义 4.41 设 DCC 是 有 界 闭 区 域 , 则 称 复 Fuzzy 函数 ,ff: 
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D>C 是 积分 有 界 的 ,如 果 存 在 复 变 函 数 h:D>CED 上 (二 重 
积分 ) Lebesgue 可 积 , 且 对 于 任意 的 zE[f(zo)]?, 有 |z| 志 |h(to) 


[° 


定义 4.42 设 DCC 是 有 界 闭 区 域 ,1CD 是 一 条 光滑 的 有 
向 曲线 ,f:D 一 忆 是 积分 有 界 的 ,车 [| f(z)dz]* = | [e)a 
= {|g(z)dz1g(z) € [f(z)]* 为 可 测 选择 西数 (0 之 a 过 1) 惟 
一 确定 一 个 复 Fuzzy AW E C, 则 称 f(z) 在 1 上 可 积 , 且 称 页 为 
f(z) 在 1 上 的 积分 , 记 作 | f(z)de = W. 

定理 4.47 设 DCC 是 有 界 闭 区 域 ,1CD 是 一 条 光滑 的 有 


向 曲线 。 如 果 f:D->C 是 积分 有 界 且 强 可 测 的 , 则 f(z) 在 1 上 
一 定 可 积 。 


证 明 :由 集 值 喘 射 理论 易 知 ,| [f(x)]'dz € P,(C),0< a < 
1。 只 须 再 证 明 [| (=) az] 满足 定理 4.45 中 的 (2)(3)。 

事实 上 ,车 0<al<<as<1, 则 对 于 任意 的 z€ DD, 有 [f(z)]% 
CIAC) MA | A) Jade È | LA) Jadeo 

lan C[0,1]E anaE (0,1], 则 对 于 任意 的 z€ D, AÂ 
[/(2)]% [FC] MFLS) RR, DEE Lim h (L f 
(z))%,[f0)])=0,X (0 EPS RB [f(z)]5 4 ,于 是 由 集 
值 映射 的 控制 收敛 定理 知 ma ( | [f(z)]%dz,| LAC) ldz) = 
0, 故 有 
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[ LA) Ide = À | LAC) az 


定理 4.48 设 DCC 是 有 界 闭 区 域 ,!CD 是 一 条 光滑 有 向 
曲线 。 车 f:D>(C, HEZ, M| f(z) 在 /上 一 定 可 积 。 

证 因为 对 于 任意 的 zE€D,fo(z)=[f(z)]"EPi(C) 有 8 fo 
连续 ,又 因为 D RAAU) R, TE f 积分 有 界 , 由 定理 4. 
46 知 f 强 可 测 , 故 由 定理 4.47 HI f(z) 在 1 上 可 积 。 证 毕 。 

定理 4.49 车 f(z) 在 1= 江 1+ 1, 上 可 积 , 则 


[Fdz = | Fedez + | fO)az. 
I L L 
证 明 对 于 任意 的 a€[0,1], 若 g(z)E[f(z)]* 为 可 测 先 
择 函数 , 则 | g(z)dz = | g(z)dz + | g(z)dz, 因 此 ,显然 有 
i i, 1, 


[| rodalc[ fs)adele + [| f(z)4e]r. 


另 一 方面 , 令 g1(z) 和 gz2(z) 分 别 是 [F(z)] EL M a 上 的 
可 测 选择 函数 ,于 是 


gi(z) z€, 
g(z)= 
g2(z) z6 


是 [f(z)]" 在 1 上 的 可 测 选 择 函数 , 且 有 


[gd = | gs)de + | gz)dz, 

l L ly 

所 以 [| f(z)dz]" + [| f(z)dz]" T [| Ar(z)az] 
L l i 


综 上 所 述 得 | /(z)az = | feaz + | f(z)az. 证 毕 . 
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定理 4.50 ë DCC E# AH 3, IC D 是 一 条 光滑 有 向 
曲线 , fif D>C EL 上 可 积 ,&EC, 则 


(D| LAGO + APGz)]dz = | file)dz + | fa(z) qz; 
(TD)| nz)az = |C): 
l l 


(H)# / ATHER, 则 变 上 限 的 积分 | fi(z)dz = 
G(z)(zo 为 1 上 的 始点 ,z € 1)Lipschitz 连续 ; 
OJHA ,f(z)dz 存在 ， 上 且 H SADa, 


| C2)a2) <! [EAG alaz l. 
证 明 : (I ) 因 为 对 于 任何 a€ [0,1], 有 
[EA + de = TAO + | Taz 
1 l i 
所 以 | LA lz) + fy(z)]dz = | fC)az + | P(z)dz。 
I i L 


( 卫 ) 类 似 可 证 。 
(下 ) 对 于 任何 zi ,xz2€E7, 由 定理 4.48 和 定理 4.49 有 


H(G(z2),G(z)) = H|? f(z)az,6) 


1,z=0 
其 中 pe1) -1 
0,z 关 0 


由 fi 的 连续 性 、 [fi(x)]? 的 紧 性 及 H 的 定义 知 ,存在 M 
>0, 使 得 


n| 'filz)dz,ô) S M | z3- z; l. 
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(N) i [ge(z)]2?. , A talz) z-i 分 别 是 [fi(z)]” 和 
[fx (z)]° 的 可 测 函 数列 , 且 ciig:(z)! = [file)] AM clala) 
= [f(z)]", 令 la,j”_1 是 [0,1] 的 稠密 子 集 , 由 H 与 六 的 定义 
易 知 

H(f,(z),fx(z)) = suph (fiC) J fae) J) 
可 测 。 又 因为 H(f1(z),f2(z)) S H(fi(z),6) + Hle), ô), 
而 所 (z) 和 f(z) 在 1 上 可 积 , 故 H(f,(z=),f.(z)) 在 1 上 也 可 
积 。 

由 集 值 映射 的 积分 性 质 有 

pC [LCJ fa) <Ú [aR 
[f (z)]°)dz |, 


BE H[| fi(z)dz,| f(z)dz) = 
up hlf LAC) Taz ,| LRC Taz) 


<! up JACA, [6CO]94z < | HOC), 
fo(z))dz |o 
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第 五 章 ”模糊 复 级 数 


§ 5.1 Fuzzy 集 序列 的 极限 及 其 运算 法 则 


本 节 介 绍 内 容 参 见 文 !571. 

定义 5.1.1 设 ACX,A,CX,(n=1,2,…) 

(DV rC X. zx EA 全 存在 自然 数 N, 当 n 宇 N H. ,z € A, 
恒 成 立 , 则 称 A 为 集合 序列 | A, 1 的 下 极限 , 记 为 A = limA,; 

(2) 着 VY rxEX,xE 有 A 对 对 任何 自然 数 NN, 总 有 n>N 时 ,使 
得 z€ A, , 则 称 A 为 集合 序列 1A, | 的 上 极限 , 记 为 A = limA,; 

(3) 若 limA, = limA, = A , 则 称 A 为 集合 序列 1A, | 的 极限 ， 
记 为 A= lim A,. 

命题 5.1.1 设 A,CX,B,CX,(n=1,2,…), 


(1) LimA, = Ü ñA, ;lmA,= Ü NN Ass 

(2) 若 自 某 自 然 数 N 以 后 , A, CB, BRZ, MM mA, C 
limB,„;limA„,C TimB,,; 

(3) lim ( A, Ú B, )Ə (imA, ) U (limB, ); lim ( A, N B,) = 
(limA,„) N (LimB, ); 

lim ( A, U B, ) = (līmA„) U (limB,); lim ( A, N B,) C 
(#zA,) N (EB,); | 


` 202 > 


(4) limA, ClimA,; 

(5) 记 A = |z |z € A] , MJ (mA, )° = limAs; ( limA,)° = 
limAss 

(6)lim (A, - B,) ClimA, - limB,; lim ( A, ~ B,)C limA, 
— limB,,; 

(7)# lm A, = A, lim B, = B, lim (A, U B,) = A U B; lim 
(A, B,)= ADB; | 

lim (A, B„,)=A - B; lim A; = Ae. 

该 命题 可 由 定义 5.1.1 直接 验证 

命题 5.1.2 设 A,CX,(n=1,2,…), 则 limA, ,LimA, 均 
存在 , 且 是 惟一 的 。 

该 命题 可 由 定义 5.1.1 结合 反 证 法 证 之 ,从 略 。 

定义 5.1.2 设 R=(-co,+c),ACR,BCR, 规 定 A 与 
B 的" x "运算 ( 称 为 Fuzzy 运算 ) 为 

AxB=lz*y|zCA,y€ B|, 

其 中 :(1)* 表示 “+ 、-、x、 =、V、A 人 "运算 之 一 ; 

(2) 在 “过 "时 ,要 求 0 匀 Bi 

(3) 若 A, B 中 有 一 个 为 空 集 名 , 则 规定 


命题 5.1.3 设 A,B,CCR, 则 
(1) 当 ACB 时 ,A x CCB* C;C* ACC*B 
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(2)(AUB)* C=(A * C)U(B * C); 

(3)A * (BUC)=(A * B)U(A * C); 

(4)X(ANB)* CC(A * C)N(B * C); 

(5)A*(BNC)=(A*B)N(A x O). 

命题 5.1.4 设 A,CR,BCR,(n=1,2), 则 m (A, * 
B,)—Ə(¿imA,) * (limB,). 

证 明 设 < € (limA,„) * (limB, ), 则 存在 x € lmA,,, y € 
limB, ,使 z= x * y, HE 5.1.1 可知 存 在 N, 4 n>N BF, z € 
Ano yE B, AWA <= x * y€ A, * B, , Bl z€ lim( A, * B, ) . BE 
毕 。 

定义 5.1.3 设 AEF(X),BEF(X)， 

(1) 若 YzEX,ACz) 委 BCz) 恒 成 立 , 则 称 A 小 于 B, 记 为 A 


(2) 若 VzEX,A(z)= B(z) 恒 成 立 , 则 称 A 等 于 B, 记 为 A 


II 
to 


命题 5.1.5 设 A,BEF(X), 则 

(A<SBO V AC(0,1],A,CDB,. 

(2)A= BSOVAE(0,1],A= Bz; 

该 命题 可 由 定义 5.1.3 及 À -- 截 集 的 定义 直接 验证 ( 略 ). 

命题 5.1.6 设 AEF(X), 则 A 可 表示 为 形式 上 的 向 量 族 
ICAL ,4)1XE(0,1]|, 其 中 A 表示 A ha- RER. 

该 命题 可 由 Fuzzy 和 集 的 分 解 定理 及 命题 5.1.4 来 验证 ( 略 ). 

为 叙述 上 方便 ,下 面 我 们 简 记 Fuzzy RA 为 
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A=|(A,..2)1A€C(0,1]1, BE Ao 表示 A 的 支 集 jz1A 
(x)>0}. 

命题 5.1.7 设 A,BEF(X), 则 

(DAUB={(AUB ,4)IA€ (0,111; 

(2)ANMNB={(ANB à)làa E€(0,1]}. 

其 中 :(AUB)(z)=A(zx)VB(zx),(ANB)(z)=A(z)A 
B(x) 

命题 5.1.8 W AGC F(X),(n = 1,2,--), MJ mA), 
limA XF 0< 141 都 是 单调 减少 的 集合 套 ， 

该 命题 可 由 2 - 截 集 的 单调 性 及 命题 5.1.1 直接 验证 。 

定义 5.1.4 设 AWEF(X),(n=1,2,…), 记 A™ = 
[CA A)1AE(0,1]1. 

(1) 称 |(Lim A,A) IA € (0,1]| 为 Fuzzy REALA | 的 
下 极限 , 记 为 lim A. 

(2) 称 1(Lim ASY ,4)1XE(0,1]1 为 Fuzzy 8 PF p] | AC) 80 
上 极限 , 记 为 Tim At; 

(3)# VÀ € (0,1], lim Aš") = lim Aš") lim Aš"), WJ R 
|(imAl),1)|A€ (0,1]} 28 Fuzzy 集 序列 1A‘"| 的 极限, 记 为 
lima”. 

定理 5.1.1 R AEF(X),BPEF(X),(n=1,2,;), 

(Dlim A()<<8mAt. 

(2) 若 自 某 自然 数 N 以 后 , At) BU 48 8 sr , Wl limA™ < 
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limB™® ;limA™ SLlimB™ ; 
(3)lim(A™® U B® )>(limA™ ) U (limB™ ); lim ( At) N 


B™®) — CimA™) N (limB™); 


Jim ( At" n) [J BO) = = (limA™ ) U (limB™® ); Tim (A® 2N 
B) CimA™)N (limB™ ); 

(DË limA™ =A, limB™ = B W] 

lim(A™UB™)= AUB; 
lim(A™ NB™)=ANB; 

定理 5.1.2 设 14'" ”| 为 单调 Fuzzy 集 序列 , 则 lim AC 2 
定 存在 ,并 且 , 若 记 AE F(X),A 的 隶属 函数 为 :A( 工 ) = lim 
A™ (z), 那 么 

(1) 当 1A 和 "| 单调 减少 时 ,limA'™ =A; 

(2) 当 {A 和 "| 单调 增加 时 ,limA™ SSA;lim(A™)'=Ar. 

HH: (A), A 分 别 表示 A‘” ,A WRR. 

证 明 由 14'”|} 的 单调 性 可 知 : YAE (0,1],1A 和 | 是 单调 
的 经 典 集合 序列 ,从 而 iim AY 存在 ,利用 定义 5.1.4 可 知 lim 
AHE. 

(1) 由 命题 5.1.5 ”可知 ,为 证 结论 , 仅 需 证 V AE (0,1], Cim 
A™) = A, 即 可 . 

事实 上 ,YXE (0,1], 若 zE (limA'"),, 则 存在 N, 当 n> 
N BF ,z € A" ERL, BK n>N 时 .A (z) 之 4 恒 成 立 ,从 而 
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A Alr) = limA™ (x)>A, 2E A BZ, Ë EA WALA” 
(z)} 是 单调 减少 的 数列 及 4(z)= limA'"(z) 可 知 ,对 任何 自然 
Bn BA A(x) 之 2, 即 zE AÉ”), r€ limAl™ = (limA'™),, 
Ë (im A= A,. 

(2) VAE (0,1],# z€ (tim AC)), = limA4", 则 存在 NN, 当 
n>N 时 ,A'"(z) 之 4 人 恒 成 立 ,从 而 有 A(x)= limAt)(z)22 
成 立 , 即 z€ A ,利用 命题 5.1.5 可 知 lim AOA. H | AC 1 8 
调 性 可 知 {(A‘”)“} 单 调 碱 ,利用 (1) 可 知 ,Vx€E X, 有 

(lim(A™))(x)=lim(A™) (x)= Lim(l- A (zx)) 

=1-limAC(z)=1-A(z)=A(z), 

故 lim(A™®) =A". QEP) 

推论 设 14(6)1 为 单调 增 序列 ,AE F(X), A (zx)= lim 
(A )(z), 则 VAE(0,1]， 

A, C (li m (A™)) C Ay; 


其 中 
A, = Iz I A(z) > l. 


该 推论 可 由 定理 5.1.2 的 (2) 及 A 的 定义 直接 验证 ( 略 ). 
定义 5.1.5 设 A,BEF(R),kE RR, 规 定 
(1) 与 A 的 乘积 为 :k A = {(&A; ,4)14E(0,1]| ,其 中 :& A, 
=lkz]z=€A|l,HB k@= Z. 
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(2)A * B=|(A,* B.,A)|26€ (0,1]1 

其 中 : * 表示 “+、-、x、\ 二、V、A "运算 之 一 , 且 在 “二 "时 ,要 
求 0&Bo= izlB(z)>01 

命题 5.1.9 设 A,BEF(R),kER, 则 

(1)k(AxB)= (kA)x(kB), 其 中 : * RR +... X... 
V 、 和 "运算 之 一 ; 

(2)k(Ax B)=(k A)x B=AX(k B); 

(3R(A+B)=(kA)ZB. 

该 命题 可 由 定义 5.1.5 直接 验证 . 

命题 5.1.10 设 A,B,CEF(R), 则 

(DASBNH,A* CS8 CiCXASCY B: 

(2)(AUB) * C=(A* C)U( Bx C); 

(3A*(BUC)=(A* B)U(A * C); 

(ANB) * C<(A * C)N(B * C); 

(5)A * (BY C)<(A x B) (A * C); 

(Ax* B= B* A;(A* B) * C=Ax(Bx C). 

其 中 :* 表示 “+、-、x V 、 人 "运算 之 一 . 

证 明 下 面 仅 给 出 (2) 的 验证 过 程 , 其 余 的 可 仿 此 类 似 证 明 . 

(2)VAE(0,1]， 

[(AUB)* C], =(AUB), * O, 

= (A, UB,) * C, = (A, * C,)U(B, * C,) 
=(AzC)U(B* C = (Az OUB 
C)]，， 
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由 命题 5.1.5 可 知 

(AUB)*C=(A*C)U(BxC). 证 毕 

定理 5.1.3 A™,B™ F(R),k€ R,k20,Jl 

(D lim (AC) * B® Y>(limA™) * (limB™ ); 

(2)lim(kA™ )=k lim(A™); 

(Wim(k A™)=k lim(A™); 
证明 (DYAE(0,1] ,LEm(ACD < BY)] = lim (AC) * 
B (9), 

— (lim (A®)) * (lim (B) ),) = [ Jim (A) $ 

(LimB™) . 

故 lim(A™ x B®YY>(limA™ ) x (im B). 

(V AC(0,1],[lim (k A™)], = fim (k AC). = lim (k 
Af). l 

车 zE [Lim(k Ah MEEN, 5 n>N 时 ,zE Ai , 即 
存在 y€ k AC). i x = ky, 从 而 y € [limA™ ],, z = ky € k 
(dimA™ ); = k (limA™ )ı = [k limA® h RZ, Ë z€ [k 
(imA™) Jh WEE yE LA 和 ,使 z=ky, BEEN, %4 n>N 
时 ,yE limA$" ,从 而 有 x= ky € Al"), zE lim(k Am) = [Ë 
(imA™) h. 

[k limA™) J= [ (imk AC]. HRR 5.1.4 可 知 :Lim 
(k A™)=k(limA™). 
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(3) 可 与 (2) 类 似 证 之 ( 略 ).( 证 毕 ) 
85.2 实 Fuzzy 数 序列 的 收敛 性 


定义 5.2.1 设 sEF(R), 若 % 具有 性 质 

(i) a 是 正规 的 , 努 3 xE€ RR, 使 a(zx)=1. 

(ü)VAC(0,1],a HRR a = 1r;a(z) 之 41 是 闭 区间 。 记 
作 a=[ax,ai ]. 
称 则 a X Fuzzy 数 ,R 上 的 Fuzzy WHERE F(R), NË 
VAE(0,1],0<ax Sa, (a; Sai <0), 则 称 a 为 正 ( 负 ) Fuzzy 
数 ,R E E Fuzzy 数 的 全 体 记 作 下 *(R*),R 上 负 Fuzzy 数 的 全 
IREF" (RS). 

1 当 z=a 时 


VaCR, = Ja€ F"*(R 
a 规定 ae(z) 1 w = 时 则 a (R) 


由 分 解 定理 , Va € F'(R) 
a= Y Alar a ] 
EX 5.2.2 映射 p: (F(R),F(R)) 一 F(R) 称 为 一 个 
Fuzzy 距离 ,如果 

(1)2(2,5)20,2 = 的 充 要 条 件 为 p(4,5) =0; 
(2)pla,b)=plb,a); 
(3) 对 任何 cE F(R), A 

plab) Lola, c) + pleb). 
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如 果 p 是 Fuzzy 数 的 Fuzzy 距离 , 则 称 (R,F(R),p) 是 一 个 


Fuzzy 度量 空间 . 
定义 5.2.3 对 任何 a,5E F(R), 我 们 定义 
Pla,b)= Y Allar Tbr lo sup la - b; l| V laz — b; 1] 


其 中 V = maxzļa, b), a bER. 


定理 5.2.1 由 定义 5.2.3 定义 的 b 是 一 个 Fuzzy 数 的 
Fuzzy 距离 . 


容易 看 到 ,如 果 a,b 为 实数 , 则 pla, b)=la-blo 


定义 5.2.4 Bla | CF(R), a€ F(R), WEIHER A EK 
e>0, FE N>0, %4 n>N 时 ,成 立 


olan ,4)< € 
WFR KAF “ , 记 为 


(o)lima, = aB a, — a (n—eo). 


定理 5.2.2 Kla | CF(R) a C F(R),W 12, At a 的 
充 要 条 件 是 ai | ,1a+ 1 对 任何 € (0,1] 分 别 一 致 收 化 于 a; ， 
aż. 

定理 5.2.3 Bla, lb | CF(R),a,bEF(R),aER,, 4 
果 (p) lima, = a , (p) limba = b , Wl 

(1)(o)lim(an +b )=a+b; 
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(2)(p)lim (an= 6)=a— bi 

(3)(2)im(ata,)=ava. 

以 上 内 容 参见 He]， 

定理 5.2.4( 柯 西 准则 ) Bia, CF(R) Wian 1 St B) 36 
要 条 件 是 Ve >0, 存 在 N>0, 当 „>N 时 ,对 任意 自然 数 p ,成 立 
Plans pran) <eo 

WER: AF la KARERE V AC (0,1]， lan |, {an | 
分 别 一 致 收 化 ,fa, llan ` 1 分 别 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 Ve > 
0, 存 在 N>0, 当 n>NN 时 ,对 于 任意 自然 数 p, YAE(0,1], 都 有 


la, aG +, | <e,lan C ad,+ P, |< e 
即 p(a,,a,, |) < e (WiE). 


定义 5.2.5 Wla,lCFY(R),# 
aria Sa S (a a> Za, Z) 

则 称 Fuzzy 数 序列 Fuzzy 单调 增加 (减少 ) ,简称 1a, | 单调 增 
加 (减少 ). 

定理 5.2.5( 单 调 有 界定 理 ) 若 Fuzzy 数 序列 1a, | 是 单调 有 
界 的 , 则 Fuzzy 数 序列 1a, | 收敛 。 当 1a, | 是 单调 增加 的 , 则 Jm 
an=M=suplan}= Y Alsupar ,supan]; 当 lasl 是 单调 减少 
的 , 则 lima, = M = inf lan) = H Alinfan infan]. 

证 明 不 妨 设 |a, | 单调 增加 , 即 
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aa < <a, <. 
又 las1 有 和 界 , 由 文 [46] 知 ,1a,! 存 在 上 确 界 M= suplan = YA 
[supa , supa, ], 由 上 确 界 的 定义 
| G)a,<supa, = M n=1,2,-:: 
(G) Ve >0, 存 在 N>0, 使 M<ante 
即 M= U Alsupa, supa, ] 


< +e= + 
SY Alan an, ]+e= ante 


所 以 当 ”之 N 时 ， 
a, < M=<as + e<a, te 
所 以 ola ,M)<e，, 即 lima, 二 Ad . 
间 理 可 证 , 当 {a, | 单调 减少 时 ,lima,=M. 证 毕 . 
规定 当 Y AC (0,1], Lima = lima, 一 致 收 全 于 0, lima, = 


85.3 实 Fuzzy 数 项 级 数 概念 及 性 质 


定义 5.3.1 i#la,1lC F*(R) 


aitat) “+ a +. ”或 a, 


称 为 实 Fuzzy 数 的 F Fuzzy 级 数 , 简 称 Fuzzy 级 数 ， 称 S, = 21 + 22 
全 二 为 Fuzzy 级 数 的 2” 项 部 分 Fuzzy 和 ,简称 | S, | 为 Fuzzy 


w. a, 的 部 分 和 序列 。 
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定义 5.3.2 332 Fuzzy 级 数 X o 的 部 分 和 序列 | S, | ik 


伍 ,并 设 为 
lim S, = =S 


HO A 


则 称 实 Fuzzy SEON a, Ik F Fuzzy 数 S,S FKH Fuzzy 级 数 的 
Fuzzy 和 uE X: a, =S ,否则 称 实 Fuzzy BAD av 发散。 


定义 5.3.3 若 Fuzzy AA D au 收敛 ,其 Fuzzy 和 为 ,而 
S- S RHY, , 即 


PAKK Fuzzy 93 4 的 n 项 Fuzzy 余 和 ,简称 Fuzzy 余 和 ， 
并 记 

lim Ya = lim (S = Sa) =0. 

定义 5.3.4 Hla) CF'(R*) WE È aX Fuzzy 正 项 级 
BÆ lan) CF (R), ME 2 aX Fuzzy 负 项 级 数 . 


定理 5.3.1 实 Fuzzy 级 数 > a, kk F SSS V E (0,1], 


oo 


Ža, Dal 分 别 一 致 收 仇 于 S- ,S* , 且 


n= 


S= alba ,Da ]= U a[S ,S+] 
~ ,cd ME (0,1] 
证 明 $S, 二 21 42 二 “十 any1 二 2,… 


我 们 知道 1S, ke S= Y ALS, S ] 的 充 要 条 件 是 YAE 
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(0,1),1S, 1.1S;IA9— Skip S ,S” ,于 是 
timS,= S= U AS ,S`] 


AE(0,1] 
即 Sas Y ALS .S'J= U AlS ar Sai liE. 
定理 5.3.2( 柯 西 准则 ) 实 Fuzzy 级 数 习 ,收敛 的 充 要 条 
件 是 Ye>0, 存 在 N>0, 当 nn 之 N ,对 于 任意 的 自然 数 p, 有 
P< 
证 明 BS, =È ar,n=1,2,…, 由 定理 5.2.4 知 Fuzzy 级 


AS a, 收敛 的 充 要 条 件 是 Fuzzy R È a, BMS, kao 
Ve>0, 存 在 NN>0, 当 n>NN 时 ,对 于 任意 自然 数 p, 有 p(S,+。， 
S,)<= 
即 p( as a)<e. WEE. 

定理 5.3.3 (收敛 惟一 性 定理 ) 

如 果实 Fuery WRAK D a kata ,又 收敛 于 则 4 =b. 


证 明 设 S,= oi+ az+…+ an, 因 为 Fuzzy RAM D a, 
收 化 于 a, 又 收敛 于 6 所 以 有 
(p) limS, =a 及 (p) limS, = b. 
因此 ,对 任 给 的 。>0, 总 存在 Ni >0, N; >0, 使 得 当 n>N; 
时 
elsa) < 
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及 当 nZ N, 时 
lS b) <S 
取 N = max | Ni, Ni, 则 当 næN 时 ,有 
0<p(a,b)Epla,S,)+p(S,,6)=p(S,,4))+ po(S,.,6)< 
€ _ 
+ 77E. 


Bp pla,b)=0 
亦 即 4 =5. 证 毕 . 


定理 5.3.4 Ra, BER, XK Fuzzy 级 数 > a, X Fuzzy 
BRÈ b BKM Fuzzy AI D (a a, + Bb, iA, H 
S (aa, + Bb,) =a) a, + B 3 b, 


定理 5.3.5 X Fuzzy AA a, PAH 增加 或 改变 Fuzzy 
级 数 的 有 限 项 并 不 改变 其 Fuzzy BANKAH 


95.4 实 Fuzzy 数 项 级 数 收敛 性 判别 法 则 


定理 5.4.1 PD a, IX Fuzzy 正 项 级 数 , 则 Fuzzy 级 数 收 
全 的 充 要 条 件 是 Fuzzy 级 数 的 部 分 和 序列 | S,1| 有 界 . 


定理 5.4.2( 比 较 原则 ) RE a, D 5b, 为 两 个 实 Fuzzy E 


项 级 数 , 日 存在 N >0, 当 n 宇 N 时 ,有 
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an Sbn 
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(1) 若 Fuzzy 级 数 > b, WW. , 则 Fuzzy SEN a, A; 


(2) 若 Fuzzy 级 数 > a, W, MJ Fuzzy SEEN b, BEE. 
证 明 根据 定理 $.3.5 改变 Fuzzy 级 数 前 面 有 限 项 并 不 改 
变 级 数 的 敛 散 性 ,因此 不 妨 设 VnEN ,有 


设 As= a1+tast tas B,= bit by t + b, , MI 


(DË Fuzzy BOB È b, KAMBIAR, ATIA, EE 
界 , 由 定理 5.4.1 知 Fuzzy ARE ay 收敛 . 

(2) 假 设 Fuzzy L 931 b, S. , 则 Fuzzy 级 数 > ay 也 收敛 ， 
与 题 设 矛 盾 ,所 以 Y b, REER. 

定理 5.4.3 设 a, EF"(R'),n=1,2,…, 若 1a,|} 单 调 减 
少 , 且 lima, =0, 则 Fuzzy 级 数 AEE LEE 

定理 5.4.4 (Abel, N. H H31) 若 正 Fuzzy 数 序列 
la, | 88, BED Fuzzy AM S b, KKM Fuzzy 级 数 E 
ab eKA. 

定理 5.4.5( Dirichlet ,P.G.L 判别 法 ) #E Fuzzy 数 序列 
fa.) $H EMR, H lim a, =0, 正 项 Fuzzy m > b, 的 部 分 和 
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Fuzzy 序列 1S, | 有 界 , 则 Fuzzy 级 数 22 a,b, BEA. 
EH 5.4.6 FX Peo BAAN a hb he 对 任意 
BJ n ,满足 a, <b, Sc, n = 1,2,: -, H Fuzzy 数 项 级 数 Da, 与 


È c, 都 收敛 于 S , 则 Fuzzy 数 项 级 数 È b, tiak S. 
要 证 明 此 定理 要 用 到 下 面 的 引 理 
引 理 ”对 任意 的 2,6,cE F(R) ,如 果 abc, M 


olab) <plasc)o 

定理 5.4.6 的 证 明 

B u= atat tasu =b tbt ` t ha, tu, = ci t c2 
+ …+ Cn, 因为 对 任意 的 n,a, Sbn Scn ARERR n 有 


Un Un vw 
— ~ 


一 一 


又 因为 Fuzzy 数 项 级 数 2 a, 5 X c 都 收 全 于 S, 从 而 有 

(p) lim u, = (p) limo, = S, 即 对 任 给 的 e>0, 存 在 Ni >0， 
Na >0, 使 得 当 n>N; 时 

olun S)< £ 
当 n>N, 时 

olw S)< £ 
注意 到 对 任何 n, u, Lo Lw, MM n>maz | Ni, Na 时 ,由 引 理 
我 们 有 

£ 


Pl nr Wa) Sou wn) < Plun S) + PCS w) <E + S = 26 
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从 而 有 


=E 


_ ~ ~ 2 
Olon SYKP Onsun) t olun S) 5 ++ 
Bp 


(plimu SUM È ba = SWE. 
$5.5 区 间 值 函数 与 模糊 值 函 数 项 级 数 的 收敛 性 


1 区 间 值 函数 项 级 数 

定义 5.5.1 ië f:la, too )—>I(R),z=—f(z)=[f (x), 
f(z)], 称 了 为 [a,+%] 上 的 区 间 值 函数 。(f- (xz) 与 f+ (zx) 为 
[a, +0) FAXAR, H YrEla, +0), f7 (z)< ft (zx)). 

定义 5.5.2 Rf, 是 定义 在 [a, + co ) 上 的 区 间 值 函数 (” = 
1,2,--),f,(z)=[f;(z),fi(z)], Ë 


X 7.(z)= (z) + hle) + ... +f,(x)+ ... 


= E [fç (z), fi (z)] 
为 区 间 值 函数 项 级 数 。 
定义 5.5.3 VzoE [ax,+ co), 区 间 值 函数 项 级 数 对 应 于 级 


IFC) = DLS; (zo), fi (zo)), 8938 È g; (zo) SAR 
己方 (zo) 收 伍 , 则 称 区 间 值 函数 项 级 数 在 zo 点 收敛, ze WIKA 
REBR D fi (0) 5 D f (zo) 至 少 有 一 个 发 散 , 则 称 区 间 值 
RERBA D Fy, (1) xo 发散。 
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区 间 值 函数 项 级 数 的 前 ”项 和 
S, (x)= fi(z=)+ f(r) t+ f, (z) 


就 是 区 间 值 函数 项 级 数 项 的 ”项 部 分 和 函数 ,简称 部 分 和 。 记 为 
S.,(z=)=[S; (z=),S;(=<)] 


区 间 值 函数 项 级 数 的 和 是 定义 在 收敛 域 上 的 区 间 值 函数 , 设 
此 函数 为 SCz ) , 即 


limS,(x)= S(x>). 


定义 5.5.4 设 区 间 值 函数 项 级 数 习 元 (z) 在 区 间 I KK 
于 和 函数 5(z),S(z)=[S- (2), S (LERAM E f; (z) 与 
级 数 D Sfi (z) 在 工 上 分 别 一 致 收 仇 于 S- (z) 与 S*(z), 则 称 
也 元 (z) 在 工 上 一 致 收敛 ,或 一 致 收 全 于 S(z)。 

区 间 值 函数 项 级 数 有 如 下 一 致 收敛 判别 法 则 。 

定理 5.5.1 区 间 值 函数 项 级 数 习 元 (z) 在 区 间 1 上 一 致 收 


@— Ve >0, INEN, Yn>N,YpEN, YzEIÑ 
Jarila) t f,.2(z)t +f... (z)C(-e,e)o 


证 明 D 7(z)#EB I-AR È f; (z)5 È fi (z) 


# I k-k V e>0,33NC NGRBJ0S), Vn >N, V p€ 
N,V z€ I# 


[firi(r)t fara(z)+ + fr. (z)|<e, 
(farila) t frrr) tt fi. (z)|<=e, 


€ f,.i(z=)+ f,.2(z)+- + f, (z)C(- e,6) WE. 
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定理 5.5.2 设 有 区 间 值 函 数 项 级 数 沁 了 (xz),1 是 区 间 , 若 


3N€N,Vn>N,Vz€ I #f.(z)C2,,B X a, kak, W X 7, 
(z)# I-ak. HP a, 为 区 间 数 ,a, = [al sail, n = 1,2, 

证 明 E De a.m Ya; 5al I, Ve > 0， 
3 NIEN( 共 同 的 ), Va >N, V p€ N 有 

[axiitant2t'*+an+s|<e, 

lapsi tapet tairp|<e, 

从 而 有 anitaz t e tas Ole E)o 

XEM,I NEN, Yn> N, YrEIH f,(z)C a, W N. = 
maxi Ni, N}, Y n>N, yzETI 有 

Faral) + f,,2(z)+ t frp (rEat ant + 


anrpC(-eys)。 


根据 定理 5. 5.1 ,区 间 值 函数 项 级 数 习 元 (z) 在 工 一 致 收敛 .证 
定理 5.5.3 车 区 间 值 函数 列 | 元 (xz) 在 区 间 上 单调 一 至 
趋 近 于 0, 区 间 值 函 数 项 级 数 22 z, (z) 的 部 分 和 函数 列 |G, C) 


在 1 一致 有 界 , 则 区 间 值 函数 项 级 数 光志 (zx)B,(z) 在 了 一致 收 
io 
证 明 已 知 区 间 值 函数 列 | f(z)| 在 区 间 工 单调 一 致 趋 近 于 


0,f.(z)=[f; la), fila), FÆRRI S (zx)| 与 1f: (xz) 在 
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1 上 单调 一 臻 趋 近 于 0, 又 已 知 部 分 和 函数 列 1G,(z)| 在 了 一致 
有 界 , 即 3M=[EM ,M'],VnCN,VrIz€ I# 

[Gi (£), Gi (x)]=G,(r)SM=[M_,MŻ] 
FERRING, (z)| 51G} (zx)| 在 1 一致 有 界 ,由 分 明 集 狄 利 
克 莱 判 别 法 可 知 函 数 级 数 D r, (xz)g; (1) SERAN I FI (z) 
gi (z) 在 了 一 致 收敛 ,根据 定义 5.5.4, 区 间 值 函数 项 级 数 驴 了 
(zx)g,(z) 在 了 一 致 收 全 .证 毕 . 

定理 5.5.4 若 区 间 值 函数 列 |f, (xz)| 在 区 间 工 单调 一 致 有 
界 , 且 区 间 值 函数 项 级 数 习 区 (zx) 在 工 一 致 收敛 , 则 区 间 值 函数 
338 22 f, (z)g,(z)fE 1— TEE 

证 明 PBX z (r) IRKA MERAN È g, (zx) 与 
函数 级 数 Del (z) 在 1 一致 收 敛 ,又 已 知 区 间 值 函 数列 1 了 ,(z)| 


在 区 间 工 单调 一 致 有 界 , 即 3MER,VnEN,YVzETI 有 
f,(z)CM=[M ,M*:], 


即 [f;(z),f/1(z)]S[M M+], 

有 M-<f;(z)S<f;(z)<M:, 

BRRR | fr (S A (z)} 在 1 上 一 致 有 界 ,并 由 1, 
(z)1 的 单调 性 可 知 | f(z)1 与 {fi Ce) E 7 单调 ,根据 分 明 集 阿 
贝尔 判别 法 可 知 函数 级 数 光 7 (z); (zx) 与 史记 (zx)g+ (xz) 在 
7 一致 收 敛 , 根 据 定 义 5.5.4 区 间 信和 西数 项 级 数 吕 (xz) (z) 
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在 工 一 致 收敛 .证 毕 ， 

2 模糊 值 函数 级 数 

定义 5.5.5 设 f:[a,t+ ]=>F'(R),r>f(z)= J.A 
Ala), EE f Hla, + co) 上 的 模糊 值 函 数 。 

定义 5.5.6 设 了 (x) 是 定义 在 [a,+ ce ) 上 的 模糊 值 函 数 (= 


=1,2,--),f(z)= U AR DEE fha) 2 U 2 f, 


€ (0, n=1~ =14€{0,1] 


(z)= U ALÈ f (z), 台所 (zx)] 为 模糊 值 函 数 级 数 。 
定义 5.5.7 V zoE [a,+ co], 模 糊 值 函数 级 数 对 应 于 级 数 


X f.Gza)= U AT (zo), RAR D 7, (zo) 收 伊 , 则 级 数 
> £. 


n=14€(0,1] 


OER 8838 D 7, (ORR WARM D Z (z) BR, 
定义 5.5.8 ” 设 模糊 值 函 数 级 数 光 f(x)= D U AJ, 


A€ (C0,1] à 


(zx) ,车 区 间 值 函 数 级 数 2 f, (z) 在 了 一致 收敛 , 则 称 模糊 值 函数 
BR È fE IB, 

定理 5.5.5 ”模糊 值 函数 级 数 D HOO EKA 1 一 致 收敛 全 
Ve>0,IJNEN,Yn>N,YpEN,YrEI,AE(0,1], 有 


fel (z)+ foraal rz) tt farpa(r)C(~e,e)o 
根据 定理 5.5.1 易 证 。 


定理 5.5.6 有 模糊 值 函 数 级 数 沁 f(z),1 是 区 间 , 若 了 3N 


€N,Vn>N,Vz€I# f,(z)Ca, B Ya, KAM 2 f, (z) 
I —% W A 
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定理 5.5.7 ARRERA f, (z)1 在 区 间 了 单调 一 致 赵 
近 于 0 ,模糊 值 函数 级 数 D g, (z) 部 分 和 函数 列 |G,(z)| 在 I 一 


致 有 界 , 则 模糊 值 函 数 级 数 了 (zx)g,(z) 在 一 致 收敛 。 
根据 定理 5.5.3 可 证 得 此 结论 . 
定理 5.5.8 若 模糊 值 函数 列 { 亡 (z)} 在 区 间 工 单调 一 致 有 


界 , 且 模糊 值 函 数 级 数 D g, (z) 在 上 一 致 收敛, 则 模糊 值 函数 


AR X fal) g (E)E I-H. 
根据 定理 5.5.4 可 证 得 此 结论 。 


$5.6 复 Fuzzy 数 项 级 数 及 其 收敛 性 


定义 5.6.1 设 Zi Z€ Co (C) 为 两 有 界 闭 复 Fuzzy 数 , 映 
射 :p: CE(C) x CE(C)>F(R) 

若 满 足 : 

(Dp(21,22)F0,21= Zp(Z1,22) =0 

(2)p(21,22) =p(22,21) 

(3) V Z€ Co(C) 有 

pl(Zi Za) Sp(Z1,23) + p(Z3,Z2) 
则 称 p XH Fuzzy 数 的 模糊 距离 , 称 (C ,C8(C) ,6) 为 一 复 Fuzzy 


数 度量 空间 。 
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定义 5.6.2 BIZ, CCFC), ZECCO). 
若 Ve>0,3N>0, 当 n>N 时 ,p(2,,2)<e. 
WKZ, | 收敛 于 Z, 记 作 : lm Z, = Z. 
定义 5.6.3 设 12, =X, + iY,| C C0(C) 为 一 有 界 闭 复 
Fuzzy 数 序列 , 令 S = È Z= PX, + i DY, 
车 存在 Z=XX+ iYE C8(C), 使 得 
lim S, = 2Z. 则 称 复 Fuzzy 数 项 级 数 > 这 K F Z. e fE: 
Z, = 2Z .其 中 ,S, 称 为 复 Fuzzy 数 项 级 数 È Z, 的 部 分 和 ,7 = 
> Z, =Z- S, 称 为 复 Fuzzy ATRAZ, 的 余 和 。 
定理 5.6.1 设 12Z,1CC8(C),ZE C6(C), 则 复 Fuzzy 数 序 
IIZ Wk T Z 的 充分 必要 条 件 是 :对 YAE (0,1], | Xi.4l， 
IX; l, t Y; 1.1 Y; BBA. 
其 中 Z,=X,+i Ya, Z= X+iY. 
此 定理 的 证 明 直 接 根据 定义 5.6.2 参考 文 [8] 中 Fuzzy 实数 
序列 的 相关 定理 立即 可 证 ,这 里 从 略 。 
定理 5.6.2 £ Fuzzy 数 项 级 数 D Z, 收敛 于 2 的 充分 必要 
条 件 是 :对 Vi€(0,1]， 
ÈX B Xio D Yno P Yi SBi% E X z, = 
WD RR 
AE{O,1] n=1 n=1 A€(0,1] n=1 n=l ~ 
et [ x, Xa ] + i ,2l Ya I Yi ] 
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其 中 :2Z, = X, +š Y,. Z=X+iY. 


证 明 : 令 S, = Zit Zit + Z, = 
2，…) 
由 定理 5.6.1 M, [S KAFT Z= Y ALX X: 1+ i U 


0,1] 


4[ Yi , Y, ] 的 充分 必要 条 件 是 : Y AC (0,1], IX. 1, | Xial， 
Yl ,和 YX.41 分 别 均一 致 收 化 于 X. Xi YI Y}, 

于 是 ,LimS,=2= U A[X ,XI]+;i U A[Y Á Yi] 

n= — ~ 24€(0,1] AE{0,1] 
好 :HZ = U ALEX EX: +i U A YY 
n=1~ A€ (0,1] n=1 n=1 A€(0,1] n=1 

È Ya liE. 

定理 5.6.3 (Cauchy KAMEN) 

Ë Fuzzy 数 项 级 数 © Z, 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 Ve >0， 
3 N >0, 当 nw 之 N 时 ,对 任意 自然 数 p, 有 oC ZEZ) < = t 
中 5 KA Fuzzy 数 的 Fuzzy 距离 。 

证 明 : 令 S,= È Zo n=1,2,-" 

H P Z, KASIS, ERS V e >0, I N>0, 4 n>N M, 
对 任意 自然 数 p, 由 距离 的 性 质 有 :p(S,，，,S,) <e。 


MoC Z Z) < = WE. 
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855.7 复 模糊 值 函数 级 数 及 其 收敛 性 


定义 5.7.1 设 falt) = ha (t) + ig, (t) H 下 上 的 复 模 糊 集 


ÉR (n = 1,2…)， 
FPS U elh, 0) hi alt)] ti Y algne) gna 
(:)],#K 


PAG) = i Š í hana > te i Ü S 


(0,1] 
[D g 2002 222001 
为 复 模糊 值 函 数 级 数 。 


Me Ce a nno 
Xa... B P BIRet-F h; (to) h? Co) g (t), g? 
Cto) , 则 称 复 模糊 值 函 数 级 数 D fa (OAF (10) =A Cto) + ig 


(to)= H elh, (t0), ha Cto)] + i Wola (to), gi (to)],to 


称 为 其 收敛 点 。 

E D haalt), Dal.) È grelt), al. (DERA I 
上 均一 致 收 伍 , 且 分 别 收敛 于 ha G) hi (G), ga (t) g? (t), W 
称 复 模糊 值 函数 级 数 夺 态 (1) 在 工 上 一 致 收敛 于 和 函数 F(z) = h 
(D+ig(t)= Y yalh) he (I +i Y palgi (t). gi 
(z)] 

BE: SAOS Mel Sh) ,Dhl+i Ue 


n=1~ a€ (0,1 a€(0,1] 
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[È gaal), E zt. ()1= G) 


= U olha (t) ha (t)]+i LU afsg。 (t), ga (t)] 


a€ (0,1 


定理 5.7.1 T FHIR Y f. )= Dhl) ti 


Dz, — SR 3 E 829 X h(t), Dg (a) E T E 
一 致 收敛 。 
此 定理 的 证 明 可 直接 由 定义 5.7.1 得 到 ,证 略 。 
定理 5.7.2 Cauchy 收敛 原理 。 
ÈRO a (+i g, OEK 1 -RRRS V e 
>0,3NEN, 当 mn>N 时 ,对 VpEN,YVIEGT,YAE(0,1] 有 
hizi (t) + hasz (t) + T hitpa(t) CTC(-e,e) 
En+1, aE) H gne a lt) t+ gnap a ClO e,e) 
hra (t)= [h a(t) hk alt)] 
: 为 了 上 区 间 值 函数 。 
gr a(t) = [gaa(t), gaa(t)] 


nL RE EERE- 3 (= YA, G) + ig GOE I 
E—Sikikeo h, G), È g, (OE 1 LIREN. 
由 定义 5.7.1 知 , VA € (0,1], DA; a (a), YA, (r), 


Dea) Z aa C) I EE — COB. h. (t) = [hz (t), 
hia(t)], g(t)= [gia(t), gta(t)] 


由 定理 5.5.1 可知 Ye>0,j3 公 共 NEN,Vn>N,YVpE 
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N,V:€ T # 
hasi alt) + hpa a (t) +; thirpa(t)C(—e,e) 


Enri alt) + gaez alt) + +g, a (Ele) EE. 
定理 5.7.3 XfS DA, (+i Dg ORKA I EH 


复 模糊 值 函数 ,YAE(0,1], 车 3NEN,YVnEN, 当 n>N 时 ， 
VEIR fnal(t)= hn a(t) tig l(t) EM,=a,+i6,,p h... 


(OS... z. (S, B 2 M, KA È ROE I EB 
化 。 


证 明 : 因 È M, KSM Sa, 22, Enke, 

V€ LR (DEE Baa (S, 

由 定理 5.5.2 A, DA. (a), Z, (fE 1 EBA, 

M Sha, BAO) Bea 0), Beia (OE IES 
Rk, HEX 5.7.10 È fE 1 E Sket, 
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第 六 章 ”研究 进展 与 注 
$ 6.1 模糊 数 系 的 发 民 


模糊 数 是 模糊 分 析 学 中 最 基本 最 重要 的 概念 之 一 。 关 于 模糊 
数 的 概念 ,最早 可 追溯 到 1972 年 模糊 学 的 创始 人 Zadeh M Chang 
S. S. 工 .的 文章 “On fuzzy mapping and control” ( IEEE Trans. 
Systems Man Cybernet ,(1972)2(1);30 — 34) 中 ,文中 结合 概率 分 
布 函数 的 性 质 , 把 实数 域 R 上 的 一 族 具 有 特殊 性 质 的 模糊 集 称 为 
模糊 数 。 之 后 ,日 本 水 本 雅 晴 和 田中 英 夫 ( Mizumoto M. Tanaka 
K.1976 年 )、 纳 米 亚 斯 (Nahmias ,1978 年 )、.D. 杜 布 瓦 (D. 
Dubois ) 138 i (H. Prade ) (1978 年 、1982 年 、1987 年 ) 先 后 对 
模糊 数 系 的 各 种 性 质 深 入 分 析 ,特别 是 考虑 到 建立 模糊 数 系 的 微 
积分 等 ,人 们 已 越 来 越 多 地 注意 到 将 模糊 数 系 与 区 间 分 析 、 集 值 映 
射 理论 联系 起 来 ,于 是 形成 了 模糊 实数 系 的 较 系 统 理论 。 下 面 仅 
介绍 一 下 主要 代表 性 思路 。 

(一 ) 首 先是 C.V. 尼 格 依 塔 (C.V. Negoita), D.A 拉 列 斯 库 
(D.A. Ralescu )1975 年 在 他 们 的 著作 《Application of Fuzzy Sets 
to System analysis》 中 ,将 模糊 数 看 成 是 一 个 区 间 数 族 |[u] :rE€ 
[0,1j1( 含 参数 的 区 间 数 ) ,这 样 就 有 了 下 列 模糊 数 的 表示 定理 : 

车 u€EE!, 则 
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(1) 对 >E[0,1],[z] 均 为 非 空 有 界 闭 区 间 ; 
(DEOS Srn, W ¿l Cu]; 


OFRER r, dR ike F rE (0,11, Â [uJ = Lu]. 


反之 , 若 对 任何 r€ [0,1], 均 存在 4"CR ,并 满足 相应 的 (1) 一 
(3), 则 有 惟一 的 模糊 数 u EE!, 使 [uu] =A, r€ (0,1], H 


a U La] G A° 

(二 ) 接 着 ,1986 Æ, R. W UJ ( R , Goetschel), W. REM E 
(W. Vozman ) 在 FSS 上 发 表 了 题 为 " Elementary Calculus” BJ X: 
章 ,文中 用 两 参考 函数 |(a(r),o(r),r):rE[0,1]} 来 刻 划 模糊 
数 ,形成 了 下 列 模糊 数 的 表示 定理 : 

对 uC E', A u(r),u(r)ig[u] 的 下 、 上 端点 , 则 
(7) ,u(r) 均 为 [0,1] 上 的 函数 , 且 满 足 : 

(1)u(r) 单 调 非 降 左 连续 ，; 

(2)x(r) 单 调 非 增 左 连续 ; 

(3)x(1) 之 &(1); 

(4)&(r),x(r) 在 >=0 处 右 连续 。 

反 过 来 ,对 任何 满足 上 述 条 件 (1) - (4) 的 [0,1] 上 的 函数 a 
(r),6(r), 存 在 惟一 的 a € Ei!, 使 [wu] =[alr),b(r)],rELO, 
1]. 

(一 ) (二 ) 模 糊 数 的 表示 定理 在 研究 与 模糊 数 有 关 的 各 类 问 


题 中 有 着 广泛 地 应 用 . 
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(三 ) .基于 区 间 分 析 的 方法 和 集 值 映射 理论 ,1981 年 , R. 
Goetschel 和 W. Vorman 在 JMAA 上 的 文章 “A Pseudometric for 
fuzzy sets and Certain related result”, 83 年 在 FSS 上 的 文章 
“ Topological properties of fuzzy numbers” ;1984 年 .1985 Æ , J . IR 
伯 希 特 (J. Albrycht ) 81 13 8R -F ( Mat loka ) 在 FSS 的 文章 “On 
fuzzy multi — valued function”;1984 年 ,R. 巴 达 德 (R. Badard) 
在 JMAA 上 的 文章 “Fuzzy preuniform structures and the 
structures they induce”, Æ FSS 上 的 文章 “ Fized point theorems 
for fuzzy numbers”. 1987 年 在 FSS 上 的 文章 “Comparison of 
topological and uniform structures for fuzzy numbers and the 
fixed point problem” ;1985 F, O. F$] (O. Kaleva) Œ FSS 上 
的 文章 “On convergence of fuzzy sets” ;1988 年 ,欧阳 合 (Ouyang 
He) 在 JMAA 上 的 文章 “Topological properties of the space of 
regular fuzzy sets” 等 . 

上 述 这 些 研究 者 ,对 模糊 数 空间 E! 的 拓扑 性 质 进行 了 广泛 
地 研究 ,由 一 致 Hausdorff 度量 引出 了 如 下 拓扑 结构 : 

若 在 E! 中 ,定义 D:E' x E!—[0,+ eo) 

Dlu,v)= sup. d([u],lv]) 

= sup mar(lu(r) ~vulr)|l,ļulr)-vlr)l) 

E d(lu], [v] E Hausdorff 度量 
则 

(1)( 五 ,也 ) 是 完备 度量 空间 ; 

(2)D(àu,àv)=]à}D(u, v), ER 

(3)Dlut w,v+w)=D(u,v) 
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除 此 之 外 ,还 引出 了 如 下 拓扑 结构 : 

óS 结构 :对 u, vE E!, 

G,={(x,t)ERX[0,1]: tSu(x)}, 

G,=|(z,t)ER Xx [0,1]: tv(z)| 
则 El! 上 的 6S 拓扑 结构 由 度量 

lu, v)=d(G,, G.) 

所 确定 ,此 处 d 为 Rx[0,1] 上 的 Hausdorff 度量 . 

MS 结构 : 记 

e(El)= |([u]’),ero:u EE}, 

则 E! 上 的 MS 拓扑 结构 定义 为 pgp(E!) 中 关于 Hausdorff 收敛 
的 商 结 构 。 

事实 上 ,(E!,6S) 与 (E!, MS ) 均 是 完备 可 分 、 可 度量 化 的 拓 
扑 空间 。 

(四 ) 为 了 运用 泛 函 分 析 的 工具 来 研究 取 值 于 模糊 数 的 函数 ， 
1983 E, M. L 普 瑞 (M. 工 . Puri) fl D. A. 拉 列 斯 库 (D. A. 
Ralescu ) 在 JMAA 上 的 文章 “Differential for fuzzy function” 中 ， 
借助 于 紧 凸 集 的 拉 斯 特 姆 (Radstrom ) 租 人 定理 ,将 模糊 数 空间 
E! 等 距 同 构 地 髓 入 到 某 Banach 空间 X, 并 且 作 为 其 内 的 顶点 为 
9 的 闭 西 锥 。 虽 然 利 用 该 租 人 算 子 及 抽象 函数 理论 可 以 定义 模糊 
函数 的 微分 等 ,并 且 也 能 将 模糊 数 空间 的 性 质 研究 与 Banach 空 
间 理 论 联系 起 来 ,但 由 于 并 未 明确 地 给 出 Banach 空间 的 具体 结 
构 ,这 就 影响 了 普 瑞 一 一 拉 列 斯 库 骨 人 定理 的 更 深入 的 应 用 。 吴 
从 煌 和 马 明 在 其 1991 年 的 著作 《模糊 分 析 学 基础 》 中 , 引入 
Banach 空间 C[0,1]: 
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CL0,1] 为 [0,1] 上 有 界 左 连续 .对 上 E[0,1] 有 右 极限 , 且 在 : 
=0 处 右 连续 的 全 体 函 数 。C[0,1] 在 范 数 | fl = sup | f(z)1 下 
构成 Banach 空间 。 在 E! 情形 下 ,给 出 下 列 戏 人 定理 : 

( 工 ) 对 任何 QC Eli j(w)= (zw,w), 则 j(E!) 是 C[0,1] 
x C[0,1] 中 以 0 为 顶点 的 闭 凸 锥 , 且 

j:E!—C[0,1]x C[0,1] (RW3829 | C.) | = maxi l: 
l,1:11). 

WE: ' 

(1) 对 任何 u, vE El, 20,220 8 j(su + to)= s(u)+ tj 
(v); 

(2)Dlu,v)= lj(u)-j(o) Il IHE u, vE E! 成立 , 即 

j 等 距 同 构 地 将 E! 嵌入 到 C[0,1] x C[0,1] 内 . 

(H)(1)Jj(El)-j(E!)=(C[0,1] Y V[0,1]) x (CI0,11N 
V[0,1]) 

式 中 YL0,1] 为 [0,1] 上 有 界 变 差 函 数 全 体 。 

(2) j(E') -jij(E!)= C[0,1] x C[0,1] 

根据 (二 ) 中 给 出 的 模糊 数 的 表现 定理 ,通过 引 和 人 的 Banach 
空间 C[0,1] x C[0,1j 来 给 出 具体 的 等 距 同 构 巷 人 算 了 jo RE 
在 此 等 距 意 义 下 ,该 做 人 算 子 与 普 瑞 一 一 拉 列 斯 库伦 人 算 子 是 等 
价 的 ,但 其 形式 具体 ,因而 在 对 Banach 空间 C[0,1] 加 以 充分 研究 
的 前 提 下 ,可 使 其 得 到 更 有 效 的 应 用 。 

由 于 模糊 数 空间 已 成 为 一 个 较为 完善 的 结构 ,人 们 已 逐步 开 
始 了 取 值 于 模糊 数 的 关系 方程 , 取 值 于 模糊 数 的 度量 , 取 值 于 模糊 


数 的 测度 等 方面 的 研究 。 除 了 模糊 数 的 理论 应 用 外 ,模糊 数 概念 
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本 身 就 是 从 语言 变量 .近似 推理 等 应 用 领域 的 需要 提出 来 的 , 因 
此 ,模糊 数理 论 已 自然 地 应 用 在 控制 论 .模糊 数据 分 析 等 众多 领域 
中 。 

(五 ) 就 模糊 数 系 的 范围 而 论 ,1989 年 美国 伯明翰 Alabama 
大 学 J.J. Buckley 教授 ,在 FSS 发 表 的 论文 “Fuzzy complex 
numbers” 中 ,首先 提出 了 模糊 复数 的 概念 ,从 而 使 模糊 数 系 的 范围 
大 大 地 进行 了 拓 9 广 。J .J. Buckley 是 用 普通 复数 域 C 到 区 间 [0， 
1] 上 的 映射 来 给 出 了 模糊 复数 的 分 析 定 义 , 其 定义 较为 抽象 。 之 
后 ,国内 外 一 些 学 者 ,根据 普通 复数 的 构成 形式 ,结合 区 间 数 、 实 模 
糊 数 概念 以 另 一 种 方式 给 出 了 模糊 复数 与 复 模糊 数 的 概念 ,进而 
对 模糊 复数 域 进行 了 较 系 统 的 研究 。 

注 : 本 节 参 考 文 献 见 [60] - [77], [37], [14]、 [18]、[22]. 


$6.2 模糊 复 分 析 进一步 研究 课题 


模糊 复 分 析 作为 模糊 分 析 学 的 另 一 新 分 支 ,目前 尚 不 完善 , 许 
多 问题 只 是 浅显 的 初步 工作 ,需要 更 深入 地 进行 研究 。 下 面 列 出 
一 些 问 题 仅 供 参 考 。 

(一 ) 复 模糊 数 与 模糊 复数 及 其 运算 的 性 质 

复 模糊 数 与 模糊 复数 的 表现 形式 ,基本 运算 及 其 性 质 , 复 模糊 
数 集 ,模糊 复数 集 的 结构 、 分 析 性 质 ,度量 等 均 需要 更 深入 的 研究 。 

(二 ) 复 模糊 集 值 映射 、 复 模糊 集 值 函数 的 性 质 及 其 极限 与 连 
续 性 的 深入 研究 。 


《三 ) 复 模糊 集 值 函数 的 微分 与 积分 。 
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复 模糊 集 值 函 数 的 可 微 性 (解析 性 ), 可 积 性 及 其 计算 问题 研 
究 。 

(四 ) 复 模糊 级 数 及 其 性 质 

复 模 糊 数 项 级 数 , 复 模糊 函数 项 级 数 的 收敛 性 及 一 致 收敛 性 ， 
复 模 糊 集 值 函数 的 级 数 展开 等 问题 研究 。 

(五 ) 模 糊 复 分 析 的 应 用 研究 。 
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